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POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA IV — rok szkolny 2019/2020

poziom: ponadpodstawowy

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ I

. Uzasadnij, ze liczba 12019 4 22019 4 32019 {yieli sie przez 11.

Pokaz, ze dla dowolnego naturalnego n > 0 co najmniej jedna z liczb 5™ — 11 5" + 1 jest ztozona.

Pokaz, ze jezeli liczby dodatnie z,vy,z,t w tej kolejnosci stanowig cigg geometryczny, to albo
wszystkie sg rowne, albo x +t > y + 2.

Punkty T', R, A, P, E, Z sa Srodkami kolejnych bokéw szesciokata foremnego o boku 1. Oblicz
pole szedciokata TRAPEZ.
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. Wiedzac, ze cos 72° = , oblicz pole pieciokata foremnego o boku dtugosci 1.
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Znajdz najwigksza wartos¢ wyrazenia w = _2%—5, gdzie a jest zmienng rzeczywista.

Pokaz, ze jezeli liczba naturalna n ma doktadnie k dzielnikow, to iloczyn tych dzielnikéw jest réwny

Vnk.

. Wykaz, ze wszystkich liczb 2019-cyfrowych, ktorych suma cyfr wynosi 4 jest doktadnie % - 2019 -

2020 - 2021.

Na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a, b obrano punkt M. Ile wy-
nosi najwieksza wartos¢ iloczynu odlegtosci punktu M od jego rzutéw prostokatnych na przypro-
stokatne trojkata?

Dwusieczna kata 60° w trojkacie dzieli przeciwlegly bok w stosunku 1:2. Znajdz katy tego trojkata.
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. Oczywiscie
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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ I — SZKICE ROZWIAZAN

12019 — 1. Zauwazmy, ze reszty z dzielenia 2" tworzg cigg okresowy o okresie 2 4, 8,

5,10, 9, 7, 3, 6, 1, zatem reszta z dzielenia 22°'? przez 11 wynosi 6. Analogicznie uzasadniamy, ze
reszta z dzielenia 32°Y przez 11 wynosi 4. Poniewaz 1 + 6 + 4 = 11, otrzymujemy teze.

Jezeli liczba 5™ + 1 jest pierwsza, to nie jest podzielna przez 3 (bo jest wieksza od 3) oraz nie
daje reszty 1 przy dzieleniu przez 3 (bo 5" nie jest podzielne przez 3). Zatem 5" + 1 = 3k + 2 dla
pewnego catkowitego k. Ale wtedy 5" — 1 = 3k > 3 nie jest liczbg pierwsza.

Rozwazany ciag jest postaci a, aq, aq?, ag®, gdzie a,q > 0. Cigg ten jest staty wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢ = 1. Zalézmy, ze q # 1, wtedy o+t — (y + 2) = a¢® — aq® —aqg+a=a(q—1)*(¢+1) > 0.

TRAPEZ mozna rozciagé na sze$¢ trojkatow rownobocznych o boku bedacym odlegtoscig érod-
ka wyjsciowego sze$ciokata foremnego od jego boku, a wiec réwnym ? Zatem pole szesciokata

TRAPEZ t0 6- (432)" 42 = 983,

Podzielmy pieciokat ABC'DFE przekatna AC na trapez i trojkat. Katy miedzy przekatng i bokami

pieciokata wynosza 72° i 36°. Wysokos¢ trapezu rowna si¢ wiec sin 72° = 10+2\/5 Dorysowujac
przekatna C'E, otrzymujemy trojkat rownoramienny AC'E, zatem d = AC = 002’7520 = f“ . Pole

pieciokata jest réwne sumie poél trapezu ACDE i trojkata ABC', przy czym pole ABC Jest rowne
polu AC' DFE pomniejszonemu o pole ACE. W takim razie

1+d 1 5 /10 2
2. —; sin72°—§-1-dsin72°— +\/_ + \/25—1—10

bLatwo sprawdzi¢, ze mianownik badanego wyrazenia jest dodatni dla dowolnego a. Jezeli a < 0, to

w < 0. Zatézmy, ze a > 0. Poniewaz dla kazdego a > 0 zachodzi a+% > 2 tow = ﬁ < QJ%I = %

7 drugiej strony w = £ dla a = 1, wiec odpowiedzig jest i.
3 3

Niech ay,as, ..., a; bedzie rosnacym ciggiem wszystkich dzielnikow liczby n, tzn. 1 = a1 < as <
- < ap =n. OczyW1S(31e liczba 7 jest dzielnikiem liczby n dlai =1,2,... k. Stad tatwy wniosek,
7€ A;0p— Z+1 = n. Jezeh k = 2[ to iloczyn wszystkich dz1eln1k0w WYNosi aag - Qg1 « + -+ -

ajai; = nt = vn2. Jesli k = 20 + 1, "$rodkowym” dzielnikiem jest \/n, wiec iloczyn ten wynosi
N e
1141 - G0y -~ - - - Wagyg - a1 = n'y/n = Vn2tl

Dla pierwszej cyfry réwnej 4 mamy jedna liczbe, dla réwnej 3 mamy 2018 liczb, dla pierwszej cyfry
rownej 2 mamy 2018 liczb z cyfra 2 na jednym z pozostatych miejsc i (2018> z dwiema jedynkami,

2
a dla pierwszej cyfry réwnej 1 mamy (2018> liczb z trzema jedynkami, 2018 - 2017 liczb z druga

jedynka i jedna dwojka oraz 2018 liczb z tréjka. W sumie otrzymujemy

2018> (2018
_l’_

1 4 2018 + 2018
+2018 + +< ) ;

) + 2018 - 2017 + 2018,

co po prostych przeksztalceniach daje zadany wynik.

Oznaczmy przez x, y odlegtoéci punktu M od jego rzutéw odpowiednio na boki a, b. Z podobienstwa
trojkatéw mamy y = a(b — x)/b, zatem rozwazany iloczyn wynosi zy = ax(b — x)/b. Rozwazajac
odpowiednig parabole, otrzymujemy, ze najwicksza warto$¢ tego wyrazenia jest osiagana dla x =
b/2 i wynosi ab/4.

Poniewaz stosunek dtugosci pozostatych bokéw takze wynosi 1:2, czyli ich dlugosci to a, 2a, z
twierdzenia kosinuséw otrzymujemy dhugosé dzielonego boku réwna av/3. Z obserwacji, ze rozwa-
zany trojkat jest "potowa’ tréjkata réwnobocznego wnioskujemy, ze pozostate katy majg miary
30°1 90°.



