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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ I11

. Pokaz, ze liczba 20192°% 4+ 2018299 jest podzielna przez 2019287 + 2018287,

Znajdz wszystkie pierwiastki wielomianu 922+ 27x% — 642 — 112, wiedzac, ze warto$é tego wielomianu
dla liczby przeciwnej jednemu z pierwiastkow wynosi 640.

. W tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym punkt P lezy na przeciwprostokatnej, a punkty @, R

sg rzutami punktu P na przyprostokatne. Wykaz, ze obwdd trojkata PQR jest wickszy od dtugosci
przeciwprostokatne;j.

Okredl, ile jest rozwiazan uktadu réwnan

[ + [yl = a

w zaleznosci od parametru a.

Oblicz najwiekszg wartos¢ wyrazenia cos o + sin a.

2, 1
n
T_
n

jest liczbg naturalna.

Pokaz, ze pole rownolegtoboku wpisanego w prostokat tak, ze jego boki sa réwnolegte do przekatnych
prostokata, ma pole nieprzekraczajace potowy pola prostokata.
1

T

+ % = % w liczbach catkowitych tego samego znaku.

. Dtugosci krawedzi pewnego prostopadtoscianu sg liczbami naturalnymi, przy czym dtugosci krawedzi

wychodzacych z jednego wierzchotka majg rézne reszty z dzielenia przez 5. Objeto$¢ tego prostopa-
dlodcianu jest liczba niepodzielng przez 5. Okredl, czy pole powierzchni tego prostopadtoscianu jest
liczba podzielng przez 5.

Zatozmy, ze \/n + V'k jest liczba wymierng dla pewnych liczb naturalnych n, k. Pokaz, ze n i k sa
kwadratami liczb naturalnych.
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. Podstawmy z = 2019%7, y = 2018%%7, wtedy pytamy o podzielnosé¢ liczby z” + y” przez x + y.

Poniewaz 7 + y” = (z + y) (2% — 25y + 2ty? — 239y® + 2%9y* — 2y® + ¢°), teza zostata dowiedziona.

. Niech a bedzie pierwiastkiem, o ktérym mowa w tresci zadania, wtedy 9a® + 27a? — 64a — 112 = 0

oraz —9a® +27a® + 64a — 112 = 640. Dodajac te réwnosci stronami, po uproszczeniach otrzymujemy
a® = 16. Sprawdzamy, Ze jedynie a = —4 jest pierwiastkiem danego wielomianu. Dzielgc rozwazany

wielomian przez x + 4, otrzymujemy wielomian 92% — 9z — 28, ktérego pierwiastkami sg liczby % oraz

—%. Ostatecznie, pierwiastkami rozwazanego wielomianu sg: —4, % oraz —%.

. Przyjmijmy taka jednostke dtugosci, ze boki rozwazanego tréjkata maja dtugosci 1, 1, /2. Niech z,

y oznaczaja odlegtodci odpowiednio punktéw (), R od wierzchotka kata prostego. Obwdd trojkata
PQR wynosi 1 + 22+ ¢2, gdyz  + y = 1. Wystarczy zatem pokazaé, ze /a2 + 32 > /2 — 1,
czyli 22 4 (1 — z)? > 3 — 2v/2, co oznacza 2> — x — 1 + /2 > 0. Poniewaz wyréznik tego tréjmianu
A =5 — 4y/2 jest ujemny, to nieréwnosé jest oczywista.

Zauwazmy, ze jezeli (z,y) jest rozwiazaniem badanego ukladu, to (+x,+y) takze jest jego rozwiaza-
niem. Oznacza to, ze o liczbie rozwiazan decyduja rozwigzania z I ¢wiartki uktadu wspétrzednych.
Zatozmy, ze x,y > 0, wtedy rozwazany uklad przyjmuje posta¢ o +y = a, 2% + 3> = 1, zatem
rozwiazaniami sg punkty wspolne prostej i okregu, lezace w I ¢wiartce. Wyroznijmy sytuacje, gdy
punkty wspodlne leza na osiach uktadu (dla a = 1) oraz sytuacje, gdy prosta jest do okregu styczna
(dla a = v/2). Teraz jest jasne, ze rozwazany uktad nie posiada rozwiazan dla a < 1 lub a > v/2,
posiada 4 rozwigzania, gdy a jest réwne 1 lub /2, oraz posiada 8 rozwigzan, jesli a € (1,/2).

Oznaczmy w = cosa + sina. Mamy w? = 1 + 2cosasina = 1 + sin2a < 2. Zatem |w| < /2.
Ponadto w = v/2 dla a = 45°. Wynika z tego, ze najwieksza warto$¢ wyrazenia w jest réwna /2.

. Wystarczy zauwazy¢, ze

n?+ 1 n®+1 (n+1)(n*—n+1) 1
= = =N .
n—i—%—l n+1-n n?—-—n-+1

Niech ABC D bedzie rozwazanym prostokatem, a PQ RS réwnolegtobokiem, przy czym P € AB, @ €
BC, Re CD, S € DA. Niech AB = a, BC =b. Jezeli PB = x, to z podobienstwa odpowiednich
tréjkatéw mamy BQ = %’3, oraz AS=CQ =0b— ng Pole rozwazanego réwnolegltoboku jest réznica
pola prostokata i sumy pol czterech trojkatéw, zatem wynosi ab— % — M =2(a?—2?—(a—1x)?).

Trojmian ten ma pierwiastki 0 oraz a, za$ parabola bedaca jego wykresem ma ramiona skierowane

w dot, wiec przyjmuje najwieksza wartos¢ dla x = O% i wynosi ona 2.

2
Oczywiscie liczby x,y nie mogag by¢ obie ujemne, zatem x,y > 0. Rozwazane réwnanie zapiszmy
w postaci xy = 14x + Ty, skad (z — 7)(y — 14) = 98. Gdyby oba czynniki po lewej stronie byty
ujemne, to x —7 > =7, y— 14 > —14, zatem (z — 7)(y — 14) < 7- 14 = 98. Sprzeczno$¢ dowodzi, ze
x—T7,y—14 > 0. Poniewaz x — 7 musi by¢ jedna z liczb: 1, 2, 7, 14, 49, 98, otrzymujemy rozwiazania
(z,y): (8,112), (9,63), (14,28), (21,21), (56,16), (105,15).

. Niech a, b, c bedg resztami z dzielenia przez 5 dtugosci krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka.

7, warunkéw zadania mamy, ze abc nie dzieli sie przez 5, zatem a, b, ¢ s réznymi liczbami ze zbioru
{1,2,3,4}. Zauwazmy, ze dwie z nich daja sume 5 (poniewaz zawsze 2 i 3 lub 1 i 4 sa wsrdd nich).
Niech a+b = 5. Pole powierzchni prostopadtoscianu przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2(ab+bc+ca) =
2ab + 10c¢, a jest to liczba niepodzielna przez 5.

Zauwazmy, ze jesli dla pewnej liczby naturalnej n liczba /n jest wymierna, to n musi by¢ kwadratem
liczby naturalnej. Rzeczywiscie, skoro y/n = g, gdzie § jest nieskracalnym utamkiem, to n = 2—2, skad
¢*> =11in =p? Przypusémy teraz, ze \/n + Vk = £, gdzie £ jest nieskracalnym utamkiem (p > 0).

, . . . 2 . ..
Wowezas vk = £— \/n, co po podniesieniu do kwadratu daje /n = (2—2 +n— k:) o5+ Z uwagi powyze]

wnioskujemy, ze n jest kwadratem liczby naturalnej. Ale wtedy vk = 2 — /i jest liczba wymierna,

L
czyli k tez musi by¢ kwadratem liczby naturalne;j.



