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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 11

. Liczba n jest liczbag trzycyfrowa, najmniejszg sposréd 71 kolejnych liczb naturalnych i

taka, ze jest dzielnikiem sumy wszystkich wymienionych liczb. Znajdz wszystkie liczby n
spetiajace warunki zadania.

. Dwusieczne sasiednich katow prostokata o bokach dtugosci 3 1 7 przecinajg sie w punktach

X, Y, Z, T. Oblicz pole czworokata XY ZT.

Oznaczmy S, = 1+ % + % + .-+ 1 dla liczby naturalnej n. Pokaz, ze Sy, — S, >

1
2n+1 4
dla n > 4.

Ile par liczb catkowitych spelnia réwnanie 22 + y? = 42 — 2y — 37

Schody maja 12 stopni. Na ile sposobéw mozna je pokonaé¢, pokonujac w kazdym kroku
doktadnie jeden lub doktadnie trzy stopnie?

Jaka jest najwieksza potega liczby 22, ktéra dzieli liczbe 2022!7

Obcinamy naroza kwadratu tak, aby otrzymac¢ oSmiokat foremny. Pokaz, ze zmniejszamy
pole kwadratu w tej samej proporcji, w jakiej zmniejszamy jego obwod.

Zatézmy, ze funkcja f(x) = cosax + cosbz jest okresowa. Pokaz, ze b = 0 lub liczba ¢

b
jest wymierna.

Oblicz pole i obwdd trapezu réwnoramiennego opisanego na okregu, wiedzac ze punkt
stycznosci ramienia z okregiem dzieli to rami¢ na odcinki dtugosci 4 1 9.

Wielomian P spehia dla kazdego x zalezno$¢ P(z? + 1) = x* — 42? + 4. Ile wynosi
P(z?+3)?
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Niech n bedzie szukana liczba. Wtedy n|(n + 35) - 71, czyli n|5 - 7 - 71. Poniewaz n jest
liczba trzycyfrowa, ton =5-71 =355 lubn =7-71 = 497.

Czworokat XY ZT jest kwadratem (mozna powolaé sie na symetrie wzgledem prostej
XZ) o przekatnej dtugosci réownej réznicy dlugosci bokéw prostokata, zatem szukane
pole wynosi 3(7 — 3)% = 8.

Mamy

_1+1++1>1+n—1_
T 2m+3 2n+5 an+17 2n+3  dn+1

_2°+5n—2  2'+4n+3 1
T 824+ 14n+37 8n2+14n+3 7 4’

SQn - Sn

bobn—-2>4n+3 dlan > 5.

Mozemy przeksztalcié réwnanie do postaci (x — 2)% + (y + 1)? = 2, a to oznacza, ze oba
nawiasy musza by¢ co do wartosci bezwzglednej rowne 1. Mamy wiec cztery pary (z,y):

(1,-2), (1,0), (3,-2), (3,0).

Na stopnie o numerach 1 i 2 mozna wej$¢ tylko na jeden sposéb. Na stopien numer 3 juz
na dwa sposoby — wykonujac trzy mate kroki lub jeden duzy. Nastepnie na stopien o
numerze n mozna wejs¢ bezposrednio ze stopnia n — 1 lub bezposrednio ze stopnia n — 3,
wiec liczby sposobow wejscia dodajg sie. Daje to dla kolejnych stopni liczby sposobéw
rowne 3,4,6,9,13,19, 28,41, 60. Zatem na dwunasty stopien mozna wejs¢ na 60 sposobdw.
Alternatywny sposob liczenia. Zauwazamy, ze liczba krokow musiata by¢ parzysta i pomie-

dzy 4 a 12, gdy byto wsréd nich odpowiednio 4, 3,2, 1, 0 krokéw dtugich. Liczba sposobow
jest wiec rowna

4 i 6 i 8 1 10 + 12 —14204+284+10+1=60
4 3 2 1 0/ -

Liczba 22 jest iloczynem 2 i 11, a wiec trzeba obliczy¢, z jaka potega w iloczyn 2022!
wchodzi liczba 11, bo dla liczby 2 ta potega bedzie wieksza. W iloczynie 1-2-... 2022
sa 183 liczby podzielne przez 11 (11 - 183 = 2013), w tym 16 podzielnych przez 121
(121 - 16 = 1936), a jedna podzielna przez 1331 = 113. Zatem szukana potega to

29 183+16+1 _ 22200 )

. Mozemy zatozy¢, ze bok kwadratu ma dtugos¢ 1. Niech x oznacza przyprostokatna od-

cietych tréjkatéow, a b — bok o$miokata. Wtedy b = 1 — 2z = xv/2. Z tego réwnania
T = 2+1\/§ = (2 — V/2)/2. Mamy woéweczas pole réwne 1 — 222 = 2/2 — 2, a obwdd réwny
8b =8 — 162 = 8v/2 — 8. Zachodzi

_ N2 —2
8\/_4 8 _ \/—1 =2V2 - 2.

Zatézmy, ze b # 0 oraz f(z +T) = f(x) dla x € (—o0,00) oraz pewnego T > 0. Mamy
2 = f(0) = f(T) = cosaT + cosbT, zatem cosaTl = cosbT = 1. Wynika stad, ze

al' = 2nm, VT = 2kn dla pewnych liczb catkowitych n oraz k # 0. Mamy stad 7 = 7.
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Obwod wynosi 4 - (4 + 9) = 52, co otrzymujemy natychmiast z twierdzenia o odcinkach
stycznych (podstawy trapezu maja dtugosci 81 18). Aby otrzymaé pole tréjkata, potrzebu-

2
jemy jeszcze obliczy¢ wysoko$¢ trapezu z twierdzenia Pitagorasa: h? = (4+9)%— (182—_8> =
122, Zatem pole wynosi 12 - (8 + 18)/2 = 156.

P>+ 1) = 2t — 42> +4 = (2> — 2)? = ((#* + 1) — 3)%.. Mozemy wnioskowaé, ze
P(t) = (t —3)*dla t > 1, a wiec takze dla pozostalych ¢, ale uzasadnia¢ tego nie trzeba.
Zatem P(z? +3) = ((2? 4+ 3) — 3)? = 2.



