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. Ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych, ktérych zapis dziesietny sktada sie z trzech

roznych cyfr?

. Zmajdz réwnanie tej stycznej do okregéw (z+1)2 + (y—2)2 =4i(z—3)? +(y+1)* =9,

ktéra rozdziela ich srodki (tzn. srodki okregéw leza po réznych stronach tej prostej).

Na boku BC' trojkata réwnobocznego ABC obrano taki punkt P, ze pole trojkata AC'P
jest dwa razy mniejsze od pola trojkata ABP. Oblicz sinus kata CAP.

. Udowodnij, ze jezeli liczba calkowita n nie jest podzielna przez 3, to wyrazenie n* —17n%+

997 jest podzielne przez 9.

Okresdl, dla jakich wartosci parametru a zbior rozwigzan nieréwnosci ax +4 > 0 z niewia-
doma x zawiera przedziat (—oo,2).

. Uzasadnij, ze jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa trojkatnego tworza z podstawa

katy o réwnych miarach, to spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego
na tym tréjkacie.

Liczby a + b, 2a + 3b, 4a + b* + 3b tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz te wartosci b, dla
ktorych cigg ten jest rosnacy.

Liczbe naturalng nazywamy palindromiczng, jezeli nie zmienia sie po zapisaniu jej cyfr w
odwrotnej kolejnosci (np. liczbami palindromicznymi sa liczby 434, 1221, 123321). Oblicz
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana liczba szesciocyfrowa jest liczba palindromiczna.

Liczba wszystkich przekatnych podstaw i $cian bocznych pewnego graniastostupa jest
rowna 110. Oblicz, ile $cian ma ten graniastostup.

Wykaz, ze jezeli (sina + cosa) jest liczba wymierna, to wymierna jest réwniez liczba
cos(4a).
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. Pierwsza cyfre mozemy wybra¢ na 9 sposobow. Zatézmy, ze wybraliSmy pierwsza cyfre.
Jezeli ta cyfra powtarza sie, to druga pozycje dla niej mozemy wybraé¢ na trzy sposoby, a
pozostate dwa miejsca musimy zapeki¢ réznymi cyframi rézniacymi si¢ takze od wybra-
nej, czyli na 9-8 sposobéw. W ten sposob otrzymamy 1944 liczby. Jezeli pierwsza cyfra nie
powtarza sie, to wybieramy cyfre (ktéra ma sie nie powtarzac) r6zng od pierwszej i miej-
sce dla niej na 27 sposobéw oraz trzecia cyfre (ktéra zapisujemy na dwdch pozostalych
pozycjach) na 8 sposobéw. Otrzymujemy nastepne 1944 liczby. Ostatecznie otrzymali$my
3888 liczb.

Inne rozwigzanie: Zapis takiej liczby musi by¢ postaci aabe, abac, abca, abbc, abch lub
abce, gdzie a, b, ¢ sa roznymi cyframi oraz a nie moze by¢ zerem. Zatem takich liczb jest
6-9-9-8=3888.

. Poniewaz odleglto$¢ miedzy srodkami okregéw réwna jest sumie promieni, to okregi te sa
styczne zewnetrznie. Poniewaz punkt stycznosci dzieli w stosunku 2:3 wektor a = [4, —3]
wyznaczony przez Srodki okregéw, to punktem stycznodci jest (%, %) Prosta styczna do
obu okregéw w tym punkcie jest prostopadila do wektora a, zatem jej rOwnaniem jest
4(x— %) —3(y— %) = 0 czyli inaczej 42 — 3y = 0. Jest to jedyna prosta styczna spelniajaca
warunki zadania.

. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze dtugosci bokow trojkata wynosza 1. Ze stosunku
pol wynika, ze CP = % Twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ACP daje AP = g, a z
twierdzenia sinusow dla tegoz trojkata dostajemy sin {CAP = %

. Poniewaz badane wyrazenie jest réwne n* — 17n% + 997 = n? + n? — 2 + 9(111 — 2n?),
to wystarczy pokazac, ze jesli liczba catkowita n nie jest podzielna przez 3, to 9 dzieli
nt+n? -2 = (n?+2)(n? — 1). Wiadomo, ze jeéli 3 nie dzieli n, to reszta z dzielenia n?
przez 3 wynosi 1, co oznacza, ze oba otrzymane czynniki sg podzielne przez 3, a to konczy
dowdd.

. Nalezy znalez¢ takie parametry a, ze jezeli x < 2, to ax + 4 > 0. Oczywiscie moze by¢
a = 0, ale nie moze by¢ a > 0, bo dla z = ’75 implikacja nie bytaby spetniona. Zal6zmy;,
ze a < 0, wtedy rozwazana nieréwnos¢ przyjmuje postaé r < %4 i powyzsza implikacja
jest prawdziwa, gdy =* > 2 czyli a > —2. Ostatecznie, a € [—2,0].

. Poniewaz wszystkie trojkaty utworzone przez wysokos$é ostrostupa i jego krawedz boczna
maja takie same katy i wspolny bok, to sa przystajace. Oznacza to, ze odcinki taczace
spodek wysokosci ostrostupa z wierzchotkami podstawy maja réwne dtugosci, a to daje
teze.

. Podany ciag jest arytmetyczny, gdy a + b+ 4a + b* + 3b = 2(2a + 3b), czyli a = 2b — b?.
Ciag ten jest ponadto rosnacy, gdy a + 2b > 0, czyli 40— b*> > 0, co oznacza, ze b € (0,4).

. Szesciocyfrowa liczba palindromiczna jest wyznaczona przez trzy pierwsze cyfry, zatem
takich liczb jest 9 - 10 - 10 = 900. Wszystkich liczb szesciocyfrowych jest 900000, wiec
obliczane prawdopodobienstwo wynosi 0, 001.

. Jezeli podstawa danego graniastostupa jest n—kat, to mamy 2n przekatnych $cian bocz-
nych oraz 2 - @ = n? — 3n przekatnych podstaw. Zatem 110 = n? —n = n(n—1), czyli
n = 11. Oznacza to, ze graniastostup ma 13 Scian.



10. Oznaczmy ¢ = cosa, s = sin a. Wiemy, Ze s+c jest liczbg wymierna, wiec (s+c)? = 14+2sc
oraz sc takze sg liczbami wymiernymi. Mamy cos4a = cos? 2a — sin? 2a = (¢ — 5%)? —
4c%s? = (A + %)% — 8522 = 1 — 8(sc)?, zatem ta liczba réwniez jest liczba wymierna.



