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. Pie¢ druzyn wrzieto udziat w turnieju pitki halowej. Kazda druzyna rozegrata z kazda jeden

mecz. Przyznawano 2 punkty za zwyciestwo i 1 punkt za remis. Okazato sie, ze zwycieska
druzyna nie zanotowata remiséw, druzyna na drugim miejscu nie przegrata zadnego meczu, a
kazda z druzyn zdobyta inng liczbe punktéw. Podaj z uzasadnieniem zdobyte sumy punktow.

. Na kazdym polu szachownicy 8 x 8 polozono monete reszka do gory. W jednym ruchu mozna

obréci¢ na drugg strone doktadnie trzy monety na polach sasiadujacych w jednym rzedzie lub
kolumnie. Czy za pomoca takich ruchéw uda sie doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie monety
leza ortem do gory?

. Plansza do gry sktada sie z 22 p6l ustawionych w koétko. Ruch polega na zakolorowaniu jednego

lub dwoch sgsiednich niezakolorowanych pol. Wygra ten, kto zakoloruje ostatnie pole. Adam
zaczyna, a Basia koloruje jako druga. Oboje graja doskonale, kto zatem wygra?

Z paczki ziarna, w ktérej byto 20% zanieczyszczen, usunieto 3 kg zanieczyszczen i teraz zanie-
czyczezenia stanowig tylko 4%. Jaki procent zanieczyszezen pozostalby, gdyby usunieto tylko
2 kg zanieczyszczen?
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. Pokaz, ze nie istnieje takie niecatkowite dodatnie z, ze = + — jest liczba calkowita, a 2°® + -3
x x

jest liczbg pierwsza.

. Dtugosci bokéow tréjkata prostokatnego wyrazaja sie liczbami catkowitymi. Uzasadnij, ze dtu-

gos¢ przynajmniej jednej z przyprostokatnych dzieli sie przez 3.

Podstawa ostroshupa jest prostokat o bokach dtugosci 1 i v/2, a dodatkowo wszystkie krawedzie
boczne majg dtugosé 1. Okresl, czy kat miedzy dwiema sgsiednimi $cianami bocznymi ma wiecej
niz 120°.

Jacek pomyslat o pewnym wielomianie P(z) o wspétezynnikach bedacych dodatnimi liczbami
catkowitymi. Antek prébuje odgadnaé¢ wzér na P(z), ale moze zadawaé jedynie pytania o war-
tosé P(x) dla konkretnych x. Pierwsze pytanie Antka brzmiato: ,Ile wynosi P(1)?” i odpowied?
Jacka byla 7. Ile jeszcze pytan (co najmniej) musi zadaé¢ Antek, aby odgadnaé¢ wzor na P(z)?

Zmajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych kwadrat zbudowany z 36 jednostkowych kwa-
dracikow mozna rozcigé¢ na doktadnie n prostokatéw o parami réznych polach i o bokach,
ktorych dhugosci sg liczbami naturalnymi. Podaj przyktady takich rozcie¢, dla kazdej z wyzna-
czonych wartosci n.

Punkt P lezy wewnatrz czworokata ABCD. Odcinki taczace P ze $rodkami bokéw dzielg
ABCD na cztery parami podobne czworokaty. Ponadto dtugosci odpowiednich bokéw tacza-
cych P ze srodkami AB i BC sa réwne potowom tych bokow. Pokaz, ze ABCD jest rombem.
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. Nazwijmy druzyny A, B, C, D, E w kolejnosci malejacej zdobytej liczby punktéw. Rozegrano
10 meczéw, a wiec byto 20 punktéw do zdobycia. Druzyna A przegrata z druzyng B, a wiec
zdobyta nie wiecej niz 6 punktow. Poniewaz 6 +5+4443+2 = 20, to pozostate druzyny musialy
zdoby¢ doktadnie 5, 4, 3 i 2 punkty. Wypada jeszcze uzasadnié, ze taki rozklad jest mozliwy
do uzyskania. Przyktad: remisy w meczach BC', BD, BE, CD, DE oraz A wygrata z C, D i
E, C wygrata z E, B wygrata z A.

. Nie uda sie. Zaznaczmy pola co trzeciej przekatnej tak, by bylo zaznaczonych 21 pél. Wtedy
pol niezaznaczonych pozostanie 43, a kazdy ruch odwraca doktadnie dwie monety na nieza-
znaczonych polach. To oznacza, ze na niezaznaczonych polach bedzie wcigz nieparzysta liczba
reszek, a wiec nie same orty.

. Wygra Basia. Adam "rozetnie” kétko, pozostawiajac pasek ztozony z 20 albo 21 p6l. W pierw-
szym przypadku Basia koloruje dwa srodkowe pola, pozostawiajac dwa paski po 9 pél, a nastep-
nie powtarza ruchy Adama na drugim pasku. Podobnie w drugim przypadku: Basia koloruje
srodkowe pole, zostawiajac dwa paski dtugosci 10 i moze nasladowaé ruchy Adama, utrzymujac
symetrie.

. Oznaczmy M — mase ziarna i Z — mase zanieczyszczen pozostatych po usunieciu trzech kilo-
graméw. Mamy
Z =0,04M oraz Z +3 =0,2(M + 3).

Stad M = 15 kg, a Z = 0,6 kg. Gdyby usunaé¢ tylko 2 kilogramy zanieczyszczen, mielibySmy
1,6 kg zanieczyszczen w 16 kilogramach ziarna, a wiec doktadnie 10%.

1 1
. Niech n = 2+ —. Mamy wtedy z°+ — = n’ —3n = n(n®—3). Gdyby to byla liczba pierwsza, to
x x
ktorys z czynnikéw musiatby by¢ réwny 1. Jesli n = 1, to w ostatniej rownosci mamy dodatnia
liczbe r6wng ujemnej, a gdy n? —3 =1,ton =2ix = 1, a wiec z jest calkowite.

. Przypusémy, ze zadna z przyprostokatnych nie dzieli si¢ przez 3. Wowczas jej kwadrat daje resz-
te 1 z dzielenia przez 3, a wigc zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa kwadrat przeciwprostokatne;j
musiatby dawac reszte 2 przy dzieleniu przez 3, a to jest niemozliwe.

. Oznaczmy przez A, B,C, D kolejne wierzchotki podstawy tak, ze AB = 1. Niech S oznacza
wierzchotek ostrostupa, X — srodek krawedzi AS, Y — srodek krawedzi AD. Poniewaz kat
ASD jest prosty, to proste AS i XY sa prostopadte. Proste AS i X B sg prostopadle, bo
trojkat ABS jest rownoboczny. Wynika z tego, ze kat a = BXY jest katem miedzy $cianami
bocznymi ostrostupa. Mamy BX = ?, XY = % Rozwazajac tréjkat prostokatny ABY,
otrzymamy BY = \/g . Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata BXY otrzymujemy cos a = \_/—% <
-1

5 = cos 120°. Wynika stad, ze a > 120°. Rozwazany kat ma wigcej niz 120°.

. Wystarczy spyta¢ ,Ile wynosi P(10)?”. Poniewaz P(1) jest suma wspo6tczynnikéw wielomianu,
ktore sg nieujemne, to kazdy ze wspotczynnikéw jest mniejszy od 10, zatem jest zerem lub liczba
jednocyfrowa. Stad wniosek, ze jezeli zapiszemy liczbe P(10) w postaci dziesietnej, to cyfry tej
liczby (liczac od prawej) sa kolejnymi wspotczynnikami rozwazanego wielomianu (liczac od
najmniejszej potegi).

. n€{2,..,7} (n =1 tez mozna uznac¢). Suma liczb od 1 do 8 wynosi 36, wiec wiecej niz 8 sie
nie da, a nie mozna tez wyciaé¢ prostokata o polu 7, wiec 8 jest rowniez niemozliwe. Pozostaje
podaé przyktady rozcie¢ dla szesciu przypadkéw.
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Najtrudniejsze sa chyba rozcigcia na doktadnie 7 czesci. Mozna utozy¢ ten kwadrat na przyktad
z prostokatow 1 x 1, 1x2,3x1,2x2 5x1,3x3,6x2 (pola1,234,5912) lub1x1,1x2,
1x3,1x4,2x3,4%x213x4 (polal,23,4,6,8,12).

Podanie przyktadow dla wszystkich n nalezy traktowac¢ jako potowe zadania, a uzasadnienie,
ze innych n nie ma jako — druga potowe.

Niech ABCD bedzie rozwazanym czworokatem, P — wspomnianym punktem wewnetrznym
oraz niech A’ bedzie srodkiem boku AB, B’ — srodkiem boku BC, C' — $érodkiem boku C'D, D’
—$rodkiem boku DA, przy czym AP = A'B = x, BB’ = B'P = y. Oznacza to, ze A’'BB'P jest
deltoidem (ma dwie pary sasiednich bokéw o réwnej dtugosci), zatem taka jest kazda z czterech
czescl. Jezeli x = y, to mate czworokaty sa przystajacymi rombami i tatwo wywnioskowaé, ze
ABCD takze jest rombem. Kazdy deltoid ma pare rownych przeciwlegtych katow. Zatézmy,
ze y # x, wtedy katy w drugiej parze nie sa rowne. Nietrudno wywnioskowaé¢ z podobienistwa
czworokatow, ze w kazdym z mniejszych czworokatéow jeden z pary rownych katow jest takze
katem czworokata ABC'D. Wynika stad, ze czworokat ten ma wszystkie katy rowne (i sa one
proste), zatem jest prostokatem. Ponadto odcinki wychodzace z punktu P zawieraja sie w dwoch
prostych wzajemnie prostopadtych. Poniewaz proste te przechodza przez srodki bokéw, to mate
prostokaty takze sa prostokatami. Deltoid jest prostokatem tylko wtedy, gdy jest kwadratem.



