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Pokaz, ze prosta y = —x jest osig symetrii wykresu funkcji f : D — R dokladnie wtedy, gdy

f(=f(z)) = —z dla wszystkich x € D.

_ 3k2—2k—1

Oznaczmy ), = 57755 - Sprawdz, czy 2022 - az - az « -+ - azo22 jest wigksze niz 3/2.

. Pokaz, ze suma dlugosci srodkowych trojkata jest wicksza od 75% obwodu.

Na przyjeciu spotkato sie 20 0s6b. Kazda z 0s6b miata wsréd pozostatych co najwyzej 3 takie
osoby, z ktérymi sie nie lubi (zakladamy, ze jesli A nie lubi B, to réwniez B nie lubi A).
Czy mozna te osoby posadzi¢ przy dwoch dwudziestoosobowych stotach tak, aby kazda z nich
siedziata przy stole z co najwyzej jedna osoba, ktorej nie lubi?

. W prostokacie P o bokach 16 i 17 umieszczono 60 kwadratéw jednostkowych. Czy (niezaleznie

od rozmieszczenia kwadratéw) mozna w prostokacie P umiesci¢ dodatkowo koto o érednicy 1
roztgczne ze wszystkimi kwadratami?

Okregl, iloma zerami konczy sie dziesietny zapis liczby 2023! + 2024! 4 2025!.

Na ile maksymalnie cze$ci mozna podzieli¢ przestrzen czterema ptaszczyznami?
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. Dla liczby naturalnej n mamy 3% + 1 = (3*" — 1)(3%" + 1)(3*""" + 1) + 2. Podstawiajac
n = 2022, wnioskujemy, ze szukang liczbg jest 1 lub 2. Poniewaz rozwazane liczby sa parzyste,
to odpowiedzia jest 2.

. Poniewaz 10® < 2022 < 10?%, to 1096 < 20222022 < 108988, Zatem ilo$¢ cyfr w zapisie dzie-
sietnym rozwazanej liczby jest liczba (w zapisie dziesietnym) pomiedzy 6067 i 8088, wiec ma
cztery cyfry.

. Rozwazane réwnanie mozna réwnowaznie zapisaé w postaci xy —7x — 7y = 0, xzy # 0. Oznacza
to, ze (x —T7)(y—7) = 49. Czynniki po lewej stronie rownania sa tego samego znaku, a ponadto
mozemy stwierdzi¢, ze albo jeden czynnik ma wartos¢ bezwzgledna 1, a drugi 49, albo wartosci
bezwzgledne obu czynnikéw wynosza 7. Otrzymujemy stad rozwiazania (8, 56), (6, —42), (56, 8),
(—42,6), (14,14), (0,0). Ostatnie rozwiazanie nie spetnia wszystkich warunkéw. Rozwazane
rownanie posiada pie¢ rozwigzan.

. Rozwazmy funkcje g : D — R okre$lona wzorem g(z) = —f(x). Wystarczy pokazaé, ze prosta
y = x jest osia symetrii wykresu funkcji g doktadnie wtedy, gdy g(g(z)) = = dla wszystkich
x € D. Réwnos¢ g(g(z)) = = oznacza, ze dziedzina i zbiér wartosci funkcji g sa sobie réwne
oraz funkcja ta jest do siebie funkcjg odwrotna, jesli zamienimy jej przeciwdziedzine na D. To
z kolei jest rownowazne symetrycznosci jej wykresu wzgledem prostej y = x, bo wykres funkcji
i funkcji do niej odwrotnej sa do siebie symetryczne wzgledem tej proste;j.

. Nie. Poniewaz a;, = %, to 2022 -ag-ag----- (2022 WYNOSi
o039, 2= HDB=1) ...+ (2022-1)- 6+ 1)(9+1)-...- (6066 +1) _
(2+1)B3+1)-...-(2022+1)- (6 —2)(9—2)-...- (6066 —2)

1-2-6067 6067 6069 3

12022-2023-4 4046 < 4046  2°

. Niech AA", BB', CC’ beda srodkowymi trojkata ABC, a S — punktem ich przeciecia. Oczy-
wiscie AB < AS + SB, zatem AB < %(AA’ + BB’). Dodajac stronami te nieréwnosé i dwie
analogiczne, otrzymujemy AB + BC + CA < 3(AA' + BB’ + CC"), co daje teze.

= 2022

. Mozna. Na poczatku posadzmy osoby losowo i obliczmy sume S = s; 4S9+ S3+ ... + S19 + Sa0,
gdzie wskaznik s; oznacza liczbe osob nielubianych przez osobe i, ktore siedza razem z nia
przy tym samym stole (oczywiscie S < 20 -3 = 60). Jesli kazde s; jest co najwyzej 1, to
mamy szukane rozwiazanie. Jesli nie, to wybieramy dowolne ¢ takie, ze s; > 1. Poniewaz z
osobg i przy stole znajdujg sie co najmniej dwie nielubiane przez nia osoby, to przy drugim
stole co najwyzej jedna taka osoba. Przesadzajac osobe ¢ do drugiego stotu, zmniejszamy s;
co najmniej o 1, ale takze zmniejszamy o 1 wskazniki nielubianych przez nig osob siedzacych
przy pierwszym stole i zwiekszamy o 1 wskaznik osoby nielubianej przez osobe i (jesli taka
jest) siedzacej przy drugim stole. Oznacza to, ze w wyniku tego przesadzenia liczba S zmalala
co najmniej o 2, poniewaz wskazniki pozostatych osob nie ulegly zmianie. Takie przesadzania
mozemy kontynuowac. Poniewaz liczba S maleje po kazdym przesadzeniu, to po skonczenie
wielu krokach (co najwyzej 30) otrzymamy usadzenie spelniajace warunki zadania, poniewaz
liczba S nie moze by¢ ujemna.

. Tak. Dla kazdego kwadratu jednostkowego K oznaczmy przez KT zbiér wszystkich punktow
odlegtych od K o co najwyzej % Odpowiednie pociecie tego zbioru pokazuje, ze jego pole to
suma pol trzech kwadratow jednostkowych i jednego kota o srednicy 1, zatem wynosi 3+7%.
Koto o érednicy 1 jest roztaczne z K, jezeli jego $rodek nie nalezy do K. Ponadto takie koto
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jest zawarte w rozwazanym prostokacie P, jesli jego $rodek nalezy do prostokata Iy o bokach
151 16 i srodku wspélnym z P. Pole F, jest rowne 240, natomiast suma pol sze$c¢dziesieciu
figur K+ wynosi co najwyzej 60(3 + §) < 240, zatem figurami tymi nie mozna pokry¢ catego
Fy. Dowolny niepokryty punkt jest srodkiem szukanego kota.

. Ilos¢ koncowych zer w zapisie liczby jest mniejsza z liczby dwojek i liczby piatek w rozktadzie

na czynniki pierwsze. Zauwazmy, ze 2023! + 2024! + 2025! = 2023! - 20252 = 2023! - 5* - 38.
Wsrod liczb 1,2,...,2023 jest 404 liczb podzielnych przez 5, 80 liczb podzielnych przez 25,
16 liczb podzielnych przez 125 oraz 3 liczby podzielne przez 625. Oznacza to, ze w rozktadzie
rozwazanej liczby na czynniki wystepuje 404 + 80+ 16+ 3 +4 = 507 piatek. Dwojek jest wiecej,
gdyz 2023! ma ponad tysigc czynnikéw parzystych. Pokazalidémy, ze zapis rozwazanej liczby
konczy si¢ doktadnie 507 zerami.

Przeciecie dowolnego podziatu ptaszczyznag moze maksymalnie podwoié liczbe czesci, zatem trzy
plaszczyzny moga podzieli¢ przestrzen na co najwyzej osiem czesci. Taki podzial otrzymamy,
jezeli trzy plaszczyzny maja doktadnie jeden punkt wspélny P. Czwarta plaszczyzna podwoi
liczbe uzyskanych czesci, jesli przejdzie przez wnetrze kazdej z o$miu czesci. Mozna zauwazyc¢,
ze nie jest to mozliwe. Mamy trzy proste Lq, Lo, L3 bedace czesciami wspoélnymi dwoch z trzech
ptaszczyzn i proste te podzielone sg punktem P na szesé¢ pétprostych. Jakkolwiek poprowadzimy
czwartg plaszczyzne, to musiataby ona przeciac¢ kazda z tych szesciu potprostych poza punktem
P, a to jest niemozliwe (bo kazda z tych trzech prostych musiataby przecia¢ w przynajmnie;
dwoch punktach). Zatem cztery plaszezyzny moga podzieli¢ przestrzen na co najwyzej 15 czesci.
Liczba tylu czesci jest osiggana, jezeli cztery ptaszczyzny nie maja punktu wspoélnego i zadne
dwie nie sa rownolegte.



