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POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA VII — rok szkolny 2022/2023

poziom: ponadpodstawowy

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 1

. Zmajdz pole trojkata ABC, jesli A = (0,0), B = (8,2), zas H = (21, —63) jest punktem

przeciecia sie prostych zawierajacych wysokosci tego tréjkata.

. Iluelementowy jest zbior, ktéry posiada doktadnie 92 podzbiory o co najwyzej dwoch

elementach?

Dhugosci krawedzi prostopadtodcianu tworza ciag geometryczny. Okresl, jaka jest dtugosé
jego przekatnej, jezeli ma on objetos¢ 216, a pole powierzchni catkowitej jest réwne 252.

Sposrod wierzchotkéw szesciokata foremnego o boku ditugosci 2 wybieramy losowo trzy
rozne. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybrane punkty sa wierzchotkami tréjkata o
polu mniejszym niz 7?7

Zmajdz tangens kata ostrego miedzy $rodkowymi trojkata prostokatnego réwnoramiennego
poprowadzonymi z wierzchotkow katow ostrych.

. Wykaz, ze jesli 2(d+D) = bB, to co najmniej jedno z réwnan x?+bx+d = 0, z°+Bx+D =

0 ma pierwiastek rzeczywisty.

Rozstrzygnij, czy promien kuli wpisanej w czworokatny ostrostup prawidtowy o wszystkich
krawedziach rownych stanowi mniej niz i dhugosci krawedzi.

O najmniejszym kacie o pewnego trojkata wiadomo, ze tg a4-ctga = 2v/2. Oblicz sin a.

. Zmajdz sume wszystkich liczb naturalnych spetiajacych nieréwnosé¢ /o —5 > x — 11.

Rozwiaz réwnanie log, x - logs x = log; 16.
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. Nietrudno uzasadni¢, ze wierzchotek C' jest ortocentrum trojkata ABH. Poniewaz réwna-

nie prostej zawierajacej wysokos¢ H D ma postaé¢ 8(x — 21) +2(y + 63) = 0, za$ r6wnanie
prostej zawierajacej wysoko$¢ BF ma postaé 21(z — 8) — 63(y — 2) = 0, to punkt C' ma
wspolrzedne (5,1). W takim razie pole trojkata ABC wynosi 1.

Jezeli n jest liczba elementéow rozwazanego zbioru, to (g) + (?) + (g) = 92, zatem n? +
n— 182 =0, czyli n = 13.

Niech dtugosé¢ najkrotszej krawedzi wynosi a. Wtedy pozostate krawedzie maja dtugosci
aq i ag?® dla pewnego ¢ > 1. Mamy a¢® = 216, 2a*(q + ¢* + ¢°) = 252. Poniewaz aq = 6,
otrzymujemy réwnanie 2¢% — 5q + 2 = 0, zatem ¢ = 2. Stad a = 3, a pozostale krawedzie

majg diugosci 6 i 12. Dhugosé przekatnej to /32 4+ 62 + 122 = 3v/21.

Trzy kolejne wierzchotki szeiciokata daja tréjkat o polu v/3 < m, jesli sg wéréd nich
tylko dwa kolejne, to pole tréjkata wynosi 2¢/3 > 7, a w pozostaltych przypadkach (”co
drugi” wierzchotek) pole to bedzie jeszcze wigksze. Zatem szukamy prawdopodobienstwa
wylosowania trzech kolejnych wierzchotkéw szesciokata. Takich wyboréw jest 6, natomiast
wszystkich mozliwych wyborow jest (g) = 20. Szukane prawdopodobienstwo wynosi 0,3.

Niech ABC bedzie badanym trojkatem, przy czym kat prosty znajduje sie przy wierz-
chotku C. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze AC = BC = 2. Niech S oznacza
punkt przeciecia sie srodkowych AE i BD. Latwo otrzymac z twierdzenia Pitagorasa, ze
AE = BD = /5, natomiast ze stosunku dzielenia sie srodkowych otrzymujemy DS = %

oraz AS = % Rozwazanym katem jest « = L ASD. Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata

ASD mamy cosa = %. Daje to sina = %, zatem tga = %.

Przypusémy, ze oba réwnania nie majg pierwiastkéw rzeczywistych. Wowcezas b —4d < 0
oraz B? — 4D < 0. Oznacza to, ze b* + B* < 4(d + D) = 2bB, zatem (b — B)? =
b2 + B% — 2bB < 0. Sprzecznoéé ta konczy dowdd.

Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze dtugosci krawedzi wynosza 1. Oznaczmy promien

kuli przez r. Rozwazajac przekrdj ptaszczyzna przechodzacy przez wierzchotek ostrostupa

i $srodki przeciwlegtych krawedzi podstawy, otrzymamy okrag o promieniu r wpisany w

trojkat rownoramienny o podstawie 1 i ramionach ? (wysokosé jednostkowego trojkata

réwnobocznego). Poniewaz pole tréjkata réwne jest potowie iloczynu obwodu i promie-
1 1

nia okregu wpisanego, to r = NCTOETEVE zatem r > ; (uwaga: nalezy to uzasadni¢ bez

odwotywania si¢ do przyblizonych obliczefi na kalkulatorze).

Poniewaz o < 60°, to t = tga < v/3. Stad i z réwnania podanego w tresci zadania

. . . . . . .9 2 . o V2-1 2—/2
otrzymujemy, ze ¢t = V2 — 1. Poniewaz sin® a = T2 tosina = Jias 7
Oczywiscie x > 5. Jasne jest, ze liczby 5, 6, ..., 11 sg rozwigzaniami. Rozwazmy x > 11,

wtedy badana nier6wnosé jest réwnowazna nieréwnosci x — 5 > (x — 11)?, ktérej zbiorem
rozwigzan jest (9;14). Otrzymalismy, ze naturalnymi rozwiazaniami badanej nier6wnosci
sg wszystkie kolejne liczby od 5 do 13. Ich suma wynosi 81.

Oczywiscie © > 0. Przeksztalcajac rozwazane rownanie, rownowaznie dostajemy logs =
log; 16, a nastepnie 2'°%2% = 16. Logarytmujac to réwnanie obustronnie, otrzymujemy

rownowaznie (log, z)* = 4. Zatem log, x jest rowny 2 lub —2, czyli 2 = 4 lub z = 1.

logox



