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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 11

. Trojkat ABC' jest réwnoboczny. Na prostej AB obrano punkt D taki, ze B lezy miedzy

punktami A i D. Pokaz, ze roznica odlegtosci punktu D od prostych AC i BC réwna jest
wysokosci trojkata.

. Ile jest liczb o wszystkich cyfrach réznych, dla ktorych iloczyn wszystkich cyfr wynosi
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Pokaz, ze rownanie [z] = % posiada doktadnie trzy rozwiazania. Symbol [z] oznacza czesé
catkowity liczby x.

Czworokat wypukty ABC'D podzielono na cztery trojkaty przekatnymi przecinajacymi sie
w punkcie S. Pokaz, ze iloczyn pél pewnych dwdch z tych trojkatow rowny jest iloczynowi
pol pozostatych trojkatow.

. Pokaz, ze jezeli dla pewnej liczby naturalnej n liczba w = 81n* — 16 jest podzielna przez

32, to w dzieli si¢ rowniez przez 256.

Zalézmy, ze p* > ¢? oraz |p—q| < 2. Pokaz, ze w zbiorze rozwigzan nieréwnosci % > i—;g
znajduja si¢ co najwyzej dwie liczby catkowite.

Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Okrag przechodzacy przez punkty A i B przecina
boki AC' i BC odpowiednio w punktach X i Y. Pokaz, ze BX jest wysokoscig tréjkata
ABC wtedy i tylko wtedy, gdy AY jest wysokoscia tego trojkata.

Rozwiaz uktad réwnan
2?2+ 4=2y+ 2z
Y44 =2+ 2
22+ 4 =2z + 2z

Podaj réwnania stycznych do okregu o réwnaniu 2% +y?—10z+4y+25 = 0, przechodzacych
przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Rozwiaz nieréwnosé %8s ® 4 g2108s¢ > 19,
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. Niech X 1Y beda takimi punktami odpowiednio prostych AC' i BC', ze DX jest prosto-
padly do AC, a DY do BC. Latwo wywnioskowaé, ze katy BDX i BDY maja miare
30°. Niech W bedzie takim punktem odcinka DX, ze WX jest rowne wysokosci trojka-
ta ABC. Poniewaz prosta BW jest réwnolegta do prostej AC, to jest jasne, ze BW i
DX sg prostopadte, zatem trojkaty BDY i BDW sg przystajace. Badana réznica wynosi
DX — DY = DX — DW = WX, co konczy dowdd.

. Poniewaz 360 = 23 - 32 -5, to liczba speliajaca warunki zadania musi zawiera¢ doktadnie
jedna cyfre 5 oraz co najwyzej jedng cyfre 1. Jezeli jedna z pozostatych cyfr jest 9, to musi
wystapi¢ jeszcze cyfra 8 albo zestaw cyfr 2 i 4. Jezeli nie ma cyfry 9, to muszg wystapic
cyfry 31 6, a zatem takze 4. Podsumowujac, kazda liczba spelniajaca warunki zadania
sktada sie albo z cyfr 5, 9, 8, albo 5, 9, 8, 1, albo 5, 9, 2, 4, albo 5, 9, 2, 4, 1, albo 5, 3, 6,
4, albo 5, 3, 6, 4, 1. Zatem takich liczb jest 3! 4 4! + 4! + 5! + 4! 4 5! = 318.

. Jezeli oznaczymy [x] = n, to x = n +r, gdzie r € [0,1). Réwnanie przyjmuje posta¢ n =
?jT” + %, czyli n = 3r. Wynika stad, ze n > 0. Poniewaz 3r jest liczbg catkowitg i r < 1, to
r moze przyjaé tylko jedna z wartoéci: 0, 1, 2, co daje rozwigzania: z = 0, v = 2 8

) 370 30 g,l':g

. Oznaczmy przez a kat ASB. Poniewaz pole trojkata réwne jest potowie iloczynu dwéch
bokéw i sinusa kata miedzy nimi, to iloczyn pdl trojkatéow ABS i CDS wynosi %AS-
BS'sin a-%C’S-DS sin v, a iloczyn pél trojkatow BCS 1 DAS jest réwny %BS-C’S sin(180°—
@)-+DS - ASsin(180° — o). Réwno$¢ obu wyrazen wynika ze wzoru sin(180° — ) = sin a.

. Jesli n jest liczba nieparzysta, to w takze, zatem wtedy nie dzieli sie przez 32. Niech
n = 2k, wtedy w = 16(81k* — 1). Jezeli k jest liczba parzysta, to wyrazenie w nawiasie
jest liczba nieparzysta, wiec w nie dzieli sie przez 32. Jesli wiec liczba w dzieli sie przez 32,
to musi by¢ n = 2k oraz k jest liczba nieparzysta. Ale wtedy w = 16(9k*+1)(3k+1)(3k—1)
oraz kazdy czynnik w nawiasie jest parzysty. Ponadto, ostatnie dwa czynniki sg kolejnymi
liczbami parzystymi, wiec jeden z nich jest podzielny przez 4. Oznacza to, ze w dzieli sie
przez 16 - 16 = 256.

. Zalézmy, ze (z + p)(z + q) > 0, wtedy rozwazana nieréwno$é¢ przyjmuje postaé¢ x? — p? >
2% — ¢%, czyli ¢ > p?, co przeczy zalozeniom. Zatem dla rozwigzan musi byé¢ spelniona
nieréwnosé¢ (z + p)(z + q) < 0. Oznacza to, ze zbiér rozwiazan zawiera sie w przedziale
(—p, —q) (gdy p > q) lub w przedziale (—q, —p) (gdy p < q). Taki przedzial ma dltugosé
co najwyzej 2 i jest otwarty, wiec moze zawiera¢ co najwyzej dwie liczby catkowite.

. Katy AXB i AY B sa rowne, zatem jesli jeden z nich jest prosty, to drugi tez. To daje
teze.

. Dodajac réwnania stronami, otrzymujemy (z — 2)* + (y — 2)> + (2 = 2)2 = 0, czyli z =
y = z = 2. Po sprawdzeniu widzimy, ze * = y = z = 2 jest rozwigzaniem wyjsciowego
uktadu.

. Latwo obliczy¢, ze rozwazany okrag ma §rodek (5; —2) i promien 2. Szukane proste maja

réwnanie postaci Az +y = 0 (gdyz nie sa to proste pionowe), a ich odlegtosé od $rodka
okregu wynosi 2. Zatem Bﬁ%ﬂ = 2, co jest réwnowazne réwnosci (hA — 2)? = 4A4% + 4.
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Zatem A =01lub A = %. Szukane rownania stycznych to: y = 0 oraz y = — 5.




10. Oczywiécie, x > 0. Podstawmy u = 2'°¢3% wtedy u > 0 oraz badana nieréwno$é przyjmie

postaé u? +u > 12. Oznacza to, ze u > 3, czyli 2°%3% > 3. Po zlogarytmowaniu otrzymu-
jemy (logs x)? > 1, czyli logg < —1 lub logg x > 1. Ostatecznie: z € (0,3) U (3,00).



