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POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA VII — rok szkolny 2022/2023

poziom: ponadpodstawowy

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ III

. Rozwigz nieréwnos¢ v a2 — 16 < 2 — x.

. W trapezie opisanym na okregu odcinek taczacy srodki ramion dzieli go na czesci, ktorych

pola sg w stosunku 5 : 11. Oblicz dlugoéci podstaw trapezu, jesli wiadomo, ze jego obwod
wynosi 16.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy czterokrotnym rzucie kostka trzy kolejne wyniki
utworzg ciag geometryczny.

. W tréjkacie ABC dany jest wierzchotek A = (1,0), réwnanie prostej BC: = 4+ 3y = 13

oraz wektor wysokosci CD = [2, —2]. Oblicz wspotrzedne wierzchotkéow B i C.

Podstawy czterech logarytmow liczby x tworza ciag geometryczny o ilorazie x. Znajdz
pierwszy z tych logarytmow, jesli wiadomo, ze suma dwéch pierwszych jest réwna sumie
dwdbch pozostatych.

. Wsréd 10 losow loterii znajduje sie jeden los na gtéwna wygrana oraz dwa losy upraw-

niajace do bezplatnego wyciagniecia nastepnego losu. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
pierwsza osoba bioragca udzial w loterii wygra gtownag wygrang przy zakupie jednego losu.

Zmajdz objetosc stozka, jesli wiadomo, ze sSrodek kuli opisanej na tym stozku pokrywa sie
ze srodkiem kuli wpisanej oraz promien kuli wpisanej jest réwny r.

. Wykaz, ze (n + 2)-cyfrowa liczba 122...21, w ktérej cyfra 2 wystepuje n razy (n jest

dowolna liczba naturalna), jest podzielna przez 11.

. W tréjkacie ABC o polu P mamy AB = a (a > 1). Prosta réwnolegta do AB przecina

boki AC' i BC' odpowiednio w punktach T i S, przy czym T'S = 1. Proste AS i BT
przecinajg sie w punkcie X. Oblicz pole trojkata AXT.

Oblicz, ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 2, 5 lub 9.
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1. Rozwazana nieréwnosé jest réwnowazna uktadowi nieréwnoéci: 22 — 16 > 0, 2 — z >
0, 22— 16 < (2—x)?, ktory jest réwnowazny uktadowi: |z| > 4, < 2, x < 5, co oznacza
r < —4.

2. Niech a > b oznaczaja podstawy trapezu. Poniewaz odcinek taczacy srodki ramion ma

dhugos¢ rowng Sredniej arytmetycznej dtugosci podstaw i dzieli trapez na dwa trapezy
a+b

o rownych wysokosciach, to stosunek pol tych trapezow wynosi aH,ib =

a = T7b. 7 twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu wynlka ze a + b jest potowa
obwodu trapezu i wynosi 8. Jest teraz oczywiste, ze podstawy badanego trapezu maja
dhugosci 11 7.

17~ Mamy stad

3. W opisanej sytuacji mozliwe sa ciagi geometryczne state, (1,2,4) lub (4,2,1). Kazdy z
dwoch ostatnich mozna uzupetnié¢ do ciagu o czterech wyrazach na 12 sposobéw (dodajac
wynik pierwszego rzutu albo ostatniego rzutu). Zatem zdarzen sprzyjajacych tego typu
jest 24. Policzmy ilos¢ zdarzen, w ktorych trzy kolejne rzuty daty ten sam wynik. Ciag
staty o trzech wyrazach rownych a mozna na dwanascie sposobéw uzupetni¢ do czterech
wyrazow (jak w poprzednim przypadku), jednak dopisanie wyniku a na poczatku lub na
koncu daje taki sam ciag. Dlatego zdarzen sprzyjajacych tego typu jest 6(2-6 — 1) =
66. Poniewaz wszystkich zdarzen elementarnych jest 6*, to szukane prawdopodobienstwo
Wynosi 2—2 = %

N

4. Poniewaz wektor C'D jest prostopadty do prostej AB, to réwnanie tej prostej ma postac
2(x—1)—2y =0, czyli x —y = 1. Na wsp6trzedne punktu B otrzymujemy uktad réwnan:
x+3y =13, x—y = 1, stad B = (4, 3). Wspbhrzedne punktu C spetniaja réwnanie proste;
BC, a po dodaniu wektora [2, —2] — réwnanie prostej AB. Zatem sa one rozwiazaniem
uktadu réwnan: x +3y =13, x+2— (y —2) =1, stad C = (1,4).

5. Podstawy logarytméw stanowia ciag a, ax, ax?, ax®, zatem spelnione jest réwnanie
log, x+log,, x = log,,» x+log,.s x. Stosujac wzoér na zamiane podstawy logarytmu oraz na
logarytm iloczynu, po podstawieniu log, = t otrzymujemy réwnanie ¢+ - T =1 Jth —i—ﬁ.
Oczywiscie t = 0 jest rozwiazaniem. Wtedy r =11 Wszystkle rozwazane logarytmy sg

rowne zeru. Zatézmy, ze t # 0, wtedy 1+1—+t @—I—@ Daje to réwnanie 3t2+6t+2 = 0,

skad t = —1 + ? lubt = —-1— % Ostatecznie, sa trzy mozliwosci: 0, —1 + ? oraz
S VA
-

6. Grajacy moze od razu wyciagnac¢ los wygrywajacy, na co ma szanse %0' Moze tez wycia-

gnad los dajacy mozliwos¢é ponownego losowania i za drugim razem trafi¢ gtéwna wygrana,

a na to ma szanse % . é. Jest tez mozliwosé dwukrotnego wylosowania losu przedtuzaja-

cego nadzieje wygrania, a za trzecim razem trafienia wygranej, na co jest szansa = - ¢ - < :

1

Sumujac powyzsze szanse, otrzymamy, ze poszukiwane prawdopodobiefistwo wynosi .

7. Rozwazmy przekrdj plaszczyzna zawierajaca srodek kul i wierzchotek stozka. Przekro-
jem tym bedzie tréjkat réwnoramienny z wpisanym w niego okregiem oraz z opisanym
na nim okregiem. Okregi te maja wspélny srodek, ktéry zatem jest punktem przecigcia
dwusiecznych katow oraz symetralnych bokow wspomnianego tréjkata. Nietrudno z tego
wywnioskowaé, ze trojkat 6w jest rownoboczny. Wysokosé tego trojkata jest wysokoscia
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stozka i wynosi 3r. Bok tréjkata to érednica podstawy stozka i réwny jest 2rv/3. Latwo
teraz obliczy¢, Ze objetoéé stozka wynosi 3713,

Odejmujac od tej liczby kolejno 11,110, 1100, . . ., otrzymamy liczby postaci 122...2100...0,

a po odpowiedniej liczbie odejmowan otrzymamy liczbe 1100...0, ktéra oczywiscie jest
podzielna przez 11. Poniewaz odejmowalismy wielokrotnosci liczby 11, to wyjsciowa liczba
jest takze podzielna przez 11.

Tréjkaty ABC 1 T'SC sa podobne w skali a, zatem pole P’ trapezu ABST wynosi (1 —
a~?)P. Oznaczmy przez P, pole trojkata ABX, przez P, — pole trojkata ST X, przez Ps
— pole tréjkata AXT (réwne polu trojkata BSX). Mamy obliczyé Ps. Poniewaz tréjkaty
ABX i STX sa podobne w skali a, to P, = a®>P; oraz )T(—); = %, co daje P; = aP,. Mamy
stad P'= P+ P, +2P; = (a + % + 2)Ps, zatem P3 = a%jrlaP

Ze zbioru liczb trzycyfrowych wydzielmy zbiér A liczb parzystych, zbiér B liczb podziel-
nych przez 5 oraz zbiér C' liczb dzielacych sie przez 9. Szukana liczba to liczba elementow
zbioru AU B U C'. Jest ona réwna sumie liczby elementéw zbioréw A, B i C' pomniejszo-
nej o sume liczby elementéw zbioréw A N B (czyli zbioru {100, 110,120, ...,990}), ANC
(czyli zbioru {108,126, 144, ...,990}) oraz BN C (czyli zbioru {135, 180,225, ...,990}) i
powiekszonej o liczbe elementéw zbioru AN BN C (czyli zbioru {180,270, 360, ...,990}).
Zatem poszukiwana liczba réwna jest 450 + 180 + 100 — 90 — 50 — 20 + 10 = 580.



