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Odcinek AB jest dhuzszg podstawa trapezu roéwnoramiennego ABC'D, X — érodkiem odcinka
BC, S — punktem wspoélnym prostych AB i DX. Czy pola trojkatow ACD i BSC sg réwne?

Czworokat wypukly ma pole 2. Pokaz, ze dtuzsza przekatna ma dlugosé co najmniej 2.

Czy liczby v/3, v/3, v/3 moga by¢ wyrazami (niekoniecznie kolejnymi) ciagu geometrycznego?
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T 4+ cos r=1.

Zmajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze obie liczby 7" — 4, 7" + 4 sa pierwsze.

Czy istnieje pieciokat wypukty taki, ze kazda przekatna dzieli go na figury, dla ktérych stosunek
pol wynosi 27

Dany jest ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie 1 i réznicy bedacej dodatnig liczba wymierng.
Pokaz, ze nieskonczenie wiele wyrazow tego ciagu posiada wspélny dzielnik pierwszy.

Okredl, ile nieparzystych liczb naturalnych mniejszych niz 1000 ma doktadnie 6 dzielnikow
dodatnich.

Rozwazmy nastepujaca procedure: trojke liczb catkowitych a, b, ¢, zastepujemy tréjka liczb
la — 0|, |b—c|, |¢c — a|]. Te procedure wykonujemy dla nowej tréjki liczb itd., otrzymujac ciag
trojek liczb catkowitych. Pokaz, ze w kazdym takim ciggu jest taka trojka, ze kazda nastepna
zawiera liczbe 0.

Katy ptaskie przy wierzchotku ostrostupa o podstawie trojkatnej sa proste, a krawedzie wycho-
dzace z tego wierzchotka maja dtugosci 3,4, 4. Znajdz promien kuli wpisanej w ten ostrostup.
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. Tak. Tréjkaty BSX i DCX maja réwne katy oraz BX = C'X, zatem sa przystajace. Wynika
stad, ze BS = CD. Rozwazane w zadaniu trojkaty maja rowne boki réwnolegte do AB oraz
rowne wysokosci opuszczone na te boki, zatem ich pola sa rowne.

. Przy ustalonych dtugosciach przekatnych pole czworokata jest najwieksze, jezeli przekatne sa
prostopadte. W takim przypadku pole czworokata jest réwne potowie iloczynu dhugosci przekat-
nych. Wynika z tego, ze iloczyn dhugosci przekatnych czworokata jest nie mniejszy od podwo-
jonego jego pola. W rozwazanym przypadku iloczyn dtugosci przekatnych wynosi co najmnie;j
4, wiec nie mogg obie by¢ krotsze od 2.

. Odpowiedz pozytywna na to pytanie oznacza istnienie liczb a > 0, ¢ > 1 takich, ze wymienione
liczby sg odpowiednio réwne aq”, aq®, aq’, czyli a*q*™ = 3, a3¢®** = 3, a*¢** = 3. Mnozac
stronami skrajne réwnodci i dzielac przez kwadrat srodkowej, otrzymamy ¢***2P=%% = 1, zatem
2n + p = 3k. Jezeli p = 4n, to k = 2n. Przyjmijmy n = 1, k£ = 2, p = 4, wtedy metrudno
obliczy¢, ze dla a = 36 q = 312 rozwazane réwnodci sg spetnione. Na postawione pytanie
odpowiedzia jest TAK.

. Poniewaz dowolna catkowita dodatnia potega liczby sin z (i cos z takze) jest nie wigksza od 1, to
dla rozwigzania  badanego réwnania kazda z liczb sin z i cos z jest nieujemna. Poszukajmy roz-
wigzan w przedziale [0, 5. Zalézmy, ze z € (0, 5), wtedy sm2023 z+cos?® 1 < sin® z+cos? x = 1,
zatem rozwigzaniami mogg by¢ jedynie x = 0 lub z = 7. Uwzgledniajac okresowos¢ funk-
¢ji trygonometrycznych i bezposrednio sprawdzajac, wnioskujemy, ze rozwigzaniami badanego
rownania sg ¥ = 2k7 oraz x = 2km + 7, gdzie k jest dowolng liczba catkowita.

. Wsrdd liczb k£ — 4, k, k + 4 jest doktadnie jedna podzielna przez 3, zatem wsrod liczb 7" —
4, 7" 7" + 4 takze. Poniewaz liczba 7" podzielng przez 3 nie jest, to 7" — 4 = 3, skad n = 1.
Sprawdzamy, ze 7 — 4 1 7 4+ 4 sg liczbami pierwszymi.

. Taki pieciokat nie istnieje. Zaltézmy, ze pieciokat ABC DFE spelnia warunki zadania. Rozwazmy
dwie przekatne o wspolnym koncu. Latwo wywnioskowaé, ze dziela one pieciokat na trzy troj-
katy o takich samych polach. Stad wniosek, ze dowolne trzy wierzchotki pieciokata wyznaczaja
trojkat o polu rownym trzeciej czesci pola pieciokata. Wynika z tego, ze kazda przekatna jest
réwnolegta do jednego z bokéw (jest to konsekwencja tego, ze wszystkie wierzchotki lezace po-
za przekatna pieciokata sa w tej samej od niej odlegtosci). Niech S bedzie punktem wspolnym
przekatnych AD i C'E. Z powyzszych uwag wynika, ze ABC'S jest réwnolegtobokiem, zatem
trojkaty ABC i AC'S maja rowne pola. Jednak pole trojkata AC'S jest mniejsze od pola troj-
kata ACD, ktore z kolei jest rowne polu trojkata ABC'. Sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwosci
pierwszego zdania w tym rozwigzaniu.

. Niech r bedzie réznica rozwazanego ciagu {a,}, a k niech bedzie taka liczba catkowita dodatnia,
ze kr jest liczba naturalng. Wtedy aiymr = 1 + mkr jest liczba catkowita. Latwo wida¢, ze
istnieje wyraz as tego ciggu podzielny przez pewna liczbe pierwsza p. Jest jasne, ze wyrazy
Qsympk = @5 + pmkr sa podzielne przez p dla kazdego naturalnego m.

. Szeéé dzielnikéw naturalnych maja liczby postaci p® oraz p?q, gdzie p i ¢ sa réznymi liczbami
pierwszymi. Z warunkéw zadania wynika, ze te liczby pierwsze maja by¢ wieksze od 2. Nie-
réwnosé p° < 1000 i wymienione warunki spekia tylko liczba p = 3. Rozwazmy nieréwnosé
p?q < 1000 wraz z pozostalymi warunkami. Jezeli p = 3, to ¢ jest liczba pierwsza wieksza od 3
i mniejsza od 111. Takich liczb jest 27. Jezeli p = 5, to ¢ < 40 (ale rézne od 2 i od 5). Takich
liczb jest 10. Analogicznie rozstrzygamy, ze dla p = 7 szukanych liczb jest 6, dla p = 11 mamy
3 szukane liczby, dla p = 13 bedzie ich 2 oraz jedna dla p = 17. Wiecej liczb spetniajacych
warunki zadania nie ma. Szukanych liczb jest 14274+10+6+3+2+1=50.
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Zauwazmy, ze jesli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to
max{|a — b|,|b — ¢|, |c — a|} < max{a,b,c}.

Zatem, jeli zaczynamy od trzech liczb dodatnich, po nie wiecej niz n = max{a, b, c} krokach
wystapi 0. Jesli natomiast poczatkowe liczby sa dowolne, to liczby otrzymane po pierwszym
kroku sa juz nieujemne. Wynika stad, ze dla dowolnej poczatkowej trojki liczb catkowitych w
rozwazanym ciagu wystapi trojka postaci 0, z, y. Jezeli z = y, to kazda nastepna trojka jest
rowna 0, x, z. Jedli zag 0 < x < y, to nastepna trojka sktada sie z liczb dodatnich i najwieksza
w kolejnej tréjce jest mniejsza od y, a ktoras z nastepnych bedzie zawiera¢ 0. Wynika stad, ze
trojek postaci: zero i dwie rozne liczby dodatnie, jest skonczenie wiele. Zatem musi pojawié sie
trojka 0, 0, z lub 0, z, 2. Poniewaz procedura wykonana na pierwszej z tych tréjek daje druga,
a druga nie zmienia si¢ po wykonaniu procedury, to ciag trojek od pewnego miejsca jest staly
o wyrazach postaci 0, z, z, co daje teze.

Mamy 3V = Pr, gdzie V, P, r sa odpowiednio objetoscia, polem powierzchni catkowitej i
promieniem kuli wpisanej w badany czworoscian. Poniewaz kazda krawedz boczna jest wyso-
koscia tej bryty opuszczona na odpowiednig $ciane boczna, to V = % -3-4-4 = 8. Twierdzenie
Pitagorasa daje dtugosci krawedzi podstawy 5, 5, 4v/2. Ze wzoru Herona pole podstawy jest
réwne 2v/34, zatem P = 2v/34 4 20, skad r = 2 (10 — v/34).
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