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POLFINAL

Kolarz wyrusza z Gdanska do Tczewa. Réwnoczesnie z Tczewa do Gdanska wyrusza drugi kolarz.
Po 72 minutach mijaja si¢. Kazdy z nich po dojechaniu do docelowego miasta natychmiast wraca.
Przy drugim spotkaniu kolarze zderzyli si¢ czotowo. Ile czasu mineto od pierwszego spotkania do
zderzenia, jezeli kazdy z kolarzy jechat ze stata swoja predkoscia?

Do liczby trzycyfrowej x dodano 97 i otrzymano liczbe o tej samej cyfrze dziesiatek, cyfrze jednosci
rownej cyfrze setek liczby x, a cyfrze setek réwnej potowie cyfry jednosci liczby x. Znajdz sume cyfr
jednosci i setek liczby x.

Punkty stycznosci bokéw pieciokata W z okregiem sg wierzchotkami pieciokata foremnego. Pokaz,
ze W jest takze pieciokatem foremnym.

W trapezie prostokatnym najwiekszy kat ma miare 135°, a krotsza przekatna i dtuzsze ramie sa
rownej dtugosci. Jaki jest stosunek dlugodci przekatnych tego trapezu?

Znajdz cyfry a, b, c takie, ze aa + aa + aa + aa = bbc (w zadaniu tym aa oraz bbc oznaczaja zapis
dziesietny odpowiednich liczb: dwucyfrowej aa lub trzycyfrowej bbc).

Czy liczba 400...004 (zer jest 2023) jest kwadratem liczby naturalnej?
Rozwiaz réwnanie 22 — 32 = 12 w liczbach caltkowitych.
Dwa boki trojkata o polu 10140 maja dlugo$é¢ 169. Znajdz dtugosé trzeciego boku.

W balonach zéttym i czerwonym znajduje sie¢ pewna ilo$¢ helu. Urzadzenie pompujace jest tak
tajemniczo skonstruowane, ze jezeli zwiekszymy ilo$¢ helu w zottym balonie o pewng liczbe procent, to
takze zwiekszymy ilos¢ helu w balonie czerwonym, ale o dwa razy wieksza liczbe procent. Wczesniejsze
doswiadczenia pokazaly, ze dopompowanie 10% helu do z6ttego balonu skutkuje zwiekszeniem ilosci
tego gazu w obu balonach o 12%. O ile procent trzeba zwiekszy¢ ilo$é helu w zéttym balonie, aby
ilos¢ gazu w obu balonach powiekszyta sie siedmiokrotnie?

Dane sa trzy liczby catkowite. Iloczyn dwoch pierwszych z nich réwny jest sumie iloczynu pierwszej
i trzeciej oraz iloczynu drugiej i trzeciej. Pokaz, ze co najmniej dwie z nich sg parzyste.
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. Do zderzenia doszto w czasie proby miniecia sie, zatem suma dystanséw przebytych przez kolarzy
do zderzenia jest réwna trzykrotnej odlegtoéci pomiedzy miastami, a suma dystanséow do pierwszego
spotkania réwna sie odlegtosci miedzy Gdanskiem i Tczewem. Taka sama jest proporcja miedzy cza-
sami potrzebnymi do przebycia tych dystanséw. Czas miedzy spotkaniami jest réwny podwojonemu
czasowi do pierwszego spotkania, czyli 144 min.

. Oznaczmy kolejne cyfry liczby x przez a,b, ¢ (gdzie a to cyfra setek). Z warunkéw zadania wynika,

ze c+7=a+ 10 oraz a + 1 = 5. Otrzymujemy stad, ze a = 1, ¢ = 4. Odpowiedzig jest 1 +4 = 5.

. Niech A, B,C' beda dowolnymi kolejnymi wierzchotkami rozwazanego pieciokata, P, () punktami
stycznosci odpowiednio bokéw AB i BC' z okregiem o srodku S. Trojkaty BPS i BQS sa prostokatne,
maja wspolny bok BS oraz SP = SQ (sa to promienie jednego okregu), zatem te trojkaty sa
przystajace. Poniewaz P() jest bokiem pieciokata foremnego wpisanego w okrag o érodku S, to kat
PSE ma miare 72°, czyli kazdy z trojkatéw BPS i BQS ma katy 36°, 54°, 90°. Z dowolnosci
punktow A, B, C' wnioskujemy, ze wszystkie katy rozwazanego pieciokata majg miare 108°, a jego
boki maja dtugos¢ 2P B.

. Niech ABC'D bedzie rozwazanym trapezem, AB jego dtuzsza podstawsa. Z warunkéw zadania wynika,
ze kat przy wierzchotku B ma miare 45°, a trojkat ABC' jest rownoramienny, zatem takze prostokatny.
Wiynika stad, ze kat DC'A ma miare 45° i trojkat AC'D jest takze prostokatny rownoramienny. Jezeli
oznaczymy AD = a, to DC' = a oraz AB = 2a. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa daje, ze
stosunek przekatnych rowny jest /2, 5.

. Mamy 44a = 110b + ¢, wiec ¢ jest wielokrotnoscig liczby 11, a poniewaz jest cyfra, to ¢ = 0. Stad
2a = 5b, zatem a = 5, b = 2 lub a = b = 0. Drugi przypadek oczywiscie nie jest mozliwy poniewaz
a i b nie moga by¢ réwne zero, ale jesli to rozwigzanie zostanie podane bez zadnego komentarza, to
zadanie moze by¢ uznane za zrobione (oczywiscie o ile znaleziono poprawnie rozwiazanie niezerowe).
Za podanie zerowego rozwiazania jako poprawnego mozna odjac jeden lub dwa punkty.

. Oznaczmy przez x liczbe 200 . .. 0 z 1012 zerami. Wtedy rozwazana liczba jest réwna 22 +4. Widzimy,
ze 12 < 2’ +4 < (x+1)?, zatem rozwazana liczba znajduje si¢ pomiedzy kwadratami kolejnych liczb
naturalnych i nie moze by¢ kwadratem liczby naturalne;j.

Mozna tez zauwazy¢, ze rozwazana liczba daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3, a kwadrat liczby
naturalnej daje reszte 0 lub 1.

. Poszukajmy najpierw rozwiazan dodatnich. Rozwazane réwnanie zapiszmy w postaci (z + y)(z —
y) = 12. Liczby = + y i © — y sa tej samej parzystosci. Poniewaz liczbe 12 mozna przedstawié jako
iloczyn liczb dodatnich jednakowej parzystosci tylko w postaci 12 = 2 - 6, to rozwazane rownanie
jest réwnowazne rownaniom z +vy = 6, t —y = 2 (box +y > x — y), zatem z = 4, y = 2.
Pozostate rozwigzania otrzymamy zmieniajac znak liczby z i/lub liczby y. Ostatecznie otrzymujemy
4 rozwigzania: ¢ =4 lub x = —4 oraz y = 2 lub y = —2.

. Niech ABC bedzie rozwazanym trojkatem, przy czym AC = BC = 169. Ponadto niech AD bedzie
wysokoécig tego trojkata, wtedy ze wzoru na pole tréjkata mamy AD = 120. Ponadto CD? = 169% —
1202 = 46-289 = 1192, Zachodzg dwa przypadki: BD = 169—CD = 50 lub BD = 169+CD = 288. W
pierwszym przypadku AB? = 120% 4+ 502, czyli AB = 130. W drugim przypadku AB? = 1202 + 2882,
czyli AB = 312.

. Niech A, B oznaczaja ilosci poczatkowe helu w balonach odpowiednio zottym i czerwonym. Mamy

1,1A+1,2B = 1,12(A + B), skad A = 4B. Niech = bedzie szukana liczba procent, wtedy (1 +

ll;éol)A + (14 {#%)B = 7(A+ B), skad 2 = 500. Nalezy dopompowaé pie¢set procent helu do zottego
alonu.



10. Niech z, y, z beda tymi liczbami, wtedy xy = xz + yz. Jezeli liczby te sa wszystkie nieparzyste lub
doktadnie jedna jest parzysta, to wsrod liczb xy, xz, yz mamy odpowiednio same liczby nieparzyste
lub doktadnie jedna nieparzysta, co nie jest mozliwe ze wzgledu na powyzsza réwnosc. Stad teza.



