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CWIERCFINAL

. Podaj, ile dzielnikéw naturalnych ma liczba 231% — 1.

Cyfra setek pewnej liczby trzycyfrowej wynosi 2. Jedli te cyfre przeniesiemy na koniec, to
otrzymamy liczbe o 25% mniejsza od poczatkowej. Podaj liczbe poczatkowa.

. W okregu o $rodku O promieniu 12 ¢m poprowadzono dwie réwnolegte cieciwy AB i C'D.

Oblicz odlegto$¢ miedzy nimi, wiedzac, ze miary katéw srodkowych AOB i COD wynosza
odpowiednio 120° i 60°.

Czy roéwnanie
(:1: + 22016)2 _ (:1: _ 22016)2 _ 92018

ma rozwigzanie bedace liczbg catkowitg?

Andrzej i Bartek biegaja po owalnej biezni o dtugosci 600 m. Startuja jednoczesnie z tego
samego miejsca i jesli biegng w tym samym kierunku, to Andrzej dubluje Bartka po 20
minutach. Jesli zas biegng w przeciwnych kierunkach, to mijaja sie po 3 minutach. Z jaka
predkoscia, wyrazona w km/h, biegnie kazdy z nich?

Czy liczba
1 1 1
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jest niewymierna?

. W trapezie $rodek jednego ramienia potaczono z koncami drugiego ramienia. CzeS¢ tra-

pezu znajdujaca sie pomiedzy dorysowanymi odcinkami stanowi tréjkat o polu 7v/3 em?.
Ile wynosi pole trapezu?

Liczbe naturalna nazwijmy idealnie poskiadang, jesli jest rowna sumie iloczynu i sumy
swoich cyfr. Podaj wszystkie idealnie posktadane liczby dwucyfrowe.

Zmajdz najmniejsze cztery kolejne liczby naturalne nieparzyste, ktérych suma jest po-
dzielna przez 13.

Trzej bracia rozpakowali torebke cukierkow i kazdy wzigt z niej tyle cukierkoéw, ile miat lat.
Najmtodszy, oSmioletni, byt niezadowolony z podziatu i zaproponowat poprawke do niego.
Zatrzymal potowe swojej czesci, a drugg potowe rozdal po rowno braciom. Nastepnie
Sredni brat zatrzymal potowe z posiadanych w tym momencie cukierkéow, a druga potowe
rozdal po rowno braciom. Na koniec analogicznie postgpit najstarszy z braci. Wtedy
okazalto sie, ze wszyscy majg tyle samo cukierkow. Ile lat ma kazdy z braci?
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. Poniewaz 2312 — 1 = 230-232 = 2*.5-23- 29, to liczba ta ma 5-2-2-2 = 40 dzielnikow.

. Oznaczajac przez x cyfre dziesiatek, a przez y cyfre jednosci szukanej liczby, warunek
w zadaniu mozemy zapisa¢ réwnaniem: 0,75(200 + 10z + y) = 100z + 10y + 2, co po
uproszczeniu daje 10z 4+ y = 16. Zatem szukana liczba jest 216.

. Skoro cieciwy AB i C'D sg rownolegte, to wysokosci trojkatow AOB i COD wychodzace
z wierzchotka O leza na jednej prostej. Latwo tez obliczamy, ze wysokosci te maja od-
powiednio 6 cm i 6v/3 ¢m. Zatem odlegto$é cieciw wynosi albo 6/3 + 6 em (gdy $rodek
okregu znajduje sie miedzy $rednicami) albo 6v/3 —6 em (gdy $rodek okregu nie znajduje
sie miedzy $rednicami). Za rozwazenie tylko jedej z tych sytuacji proponujemy przyznaé
maksymalnie 5 punktow.

. Po skorzystaniu ze wzoréw skroconego mnozenia i redukcji wyrazow podobnych otrzy-
mujemy réwnanie 4 - 22016y = 22018 cyy]i 220185 — 22018 Zatem z = 1 jest jedynym
rozwigzaniem tego rownania. OdpowiedZ na pytanie brzmi wiec: TAK. Proponujemy, by
za brak odpowiedzi "tak” obnizy¢ ocene o 1 punkt. Oczywisdcie samo powiedzenie ”tak”,
bez podania uzasadnienia to 0 punktow. Natomiast w tym przypadku za poprawne uwa-
zamy rozwigzanie, gdy uczen odpowie "tak, ma, gdyz np. z = 1 jest rozwigzaniem” oraz
uzasadni to wstawiajac jedynke i pokazujac, ze wtedy réwnosé¢ zachodzi (w zadaniu bo-
wiem nie chodzi o podanie wszystkich rozwiazan).

. Oznaczmy predkosé Andrzeja (wyrazona w km/h) przez x, a Bartka przez y. Zauwazmy,
ze jesli Andrzej i Bartek biegna w tym samym kierunku, to Andrzej chcac zdublowaé
Bartka musi pokona¢ dzielaca ich odleglosé¢ 0,6 km, zblizajac sie do niego z predkoscig
wypadkowa x — vy i zajmuje mu to é godziny. Jedli za$ biegna w przeciwnych kierunkach,
to zblizaja sie do siebie z wypadkowa predkoscig x + y, dzieki ktérej pokonuja dystans

1
0,6 km w % godziny. Otrzymalidmy zatem uktad réwnan { 50((; :_yy))_:%”% ,
rozwigzaniem jest x = 6,9, y = 5, 1. Zatem Andrzej biegnie z predkoscia 6,9 km/h, a
Bartek z predkoscia 5,1 km/h.

ktorego

. Usuwajac niewymierno$ci z mianownikéw otrzymamy ‘/11:1/1 + ‘/z:f + ...+ %835 V797, co

z kolei jest rowne %(\/é_l— V1I+VT=VA+V10— T+ ...+ /100 — \/ﬁ) Po wykonaniu

redukecji otrzymujemy %(\/W — +/1). Widzimy zatem, ze liczba rozwazana w zadaniu
to 3, zatem odpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu brzmi: NIE. Proponujemy, aby
za brak wyraznej odpowiedzi "nie” odja¢ 1 punkt. OdpowiedZ "nie”, bez uzasadnienia,
oceniamy na 0 punktow.
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Sytuacje podang w zadaniu przedstawia ponizszy rysunek, na ktérym punkt M to $rodek
ramienia AD. Jesli przez h oznaczymy wysoko$¢ trapezu, to zaréwno wysoko$é trojkata

ABM idaca na podstawe AB, jak i wysokos$¢ trojkata CDM idaca na podstawe CD
wynosi %h. Zatem suma poél tych trojkatéow to % ca- %h + % b - %h, co daje % . W

Oznacza to, ze suma pol szarych trojkatow stanowi doktadnie potowe pola trapezu, zatem
pole biatego trojkata tez jest réwne potowie pola trapezu. Pole calego trapezu wynosi wiec

14v/3 em?.

Oznaczajac cyfre dziesigtek liczby dwucyfrowej przez x, a cyfre jednosci przez y mozemy
tatwo napisa¢ warunek na to, aby dana liczba byta liczba idealnie posktadana: 10x +y =
ry+x+y, codaje 9xr = xy. Wiemy jednak, ze x jest rézne od zera, zatem musi by¢ y = 9.
Ostatecznie widzimy, ze liczby idealnie poskladane to wszystkie te liczby dwucyfrowe,
ktorych cyfra jednosci jest 9: 19, 29, 39. 49, 59, 69, 79, 89 i 99.

Cztery kolejne nieparzyste liczby naturalne mozemy oznaczy¢ przez n, n+2, n+4, n+6,
gdzie n jest nieparzysta liczba naturalna. Ich suma to 4(n+3). Jesli wiec suma ta miataby
sie dzieli¢ przez 13, to liczba n + 3 musiataby by¢ wielokrotnoscig liczby 13. Najmniejsze
nieparzyste n o tej wlasnosci to n = 23, zatem poszukiwane liczby to 23, 25, 27, 29.

Oznaczmy przez x liczbe lat Sredniego brata. W takim razie wtasdnie tyle cukierkdéw wziat
on na poczatku z torebki. Jednak potem otrzymal od najmtodszego brata 2 cukierki i
w momencie rozdawania swoich cukierkéw miat ich x + 2. Zostawit sobie potowe, czyli
%(:p+2), a najmtodszemu dat i(quQ). Po tym ruchu najmtodszy i $redni brat muszg mie¢
tyle samo cukierkéw (za chwile bowiem dostana po tyle samo cukierkéw od najstarszego
brata), wiec musi zachodzi¢ 4 + }(x +2) = 5(z + 2), czyli # = 14. Oznaczmy teraz przez
y liczbe cukierkow najstarszego brata. Stan po operacjach najmtodszego i $redniego z
braci jest nastepujacy: najmtodszy i $redni maja po 8 cukierkow, najstarszy ma y + 6
cukierkéw. Skoro po operacji najstarszego z braci wszyscy maja mie¢ po rowno, to musi
by¢ 8 + 1(y + 6) = 3(y + 6), co daje y = 26. Ostatecznie, wiek braci to: 8, 14 i 26 lat.



