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POLFINAL

. Niech p > 3 bedzie taka liczba pierwsza, ze 2p+ 1 jest réwniez liczba pierwsza. Czy liczba

4p + 1 moze by¢ liczba pierwsza?

. Kiedy doktadnie miedzy godzing druga i trzecia wskazéwki zegara pokryja sie? Zaklada-

my, ze wskazowki poruszaja sie ze stata predkoscia.

Mamy 7 identycznie wygladajacych monet, wéréd ktorych jest 6 prawdziwych (wszystkie
maja taka sama mase) i jedna falszywa (ktorej masa jest inna niz masa monety prawdzi-
wej). Ile trzeba wykonaé wazei na wadze szalkowej, by mie¢ pewnos¢, ktéra moneta jest
fatszywa i czy wazy wiecej, czy mniej od monety prawdziwe;j?

Ile jest takich liczb dwucyfrowych n, ze iloczyn cyfr liczby n dzieli réznice kwadratu liczby
n i kwadratu cyfry jednosci liczby n?

Suma odwrotnosci dwéch liczb naturalnych rowna jest é. Jakie to liczby?

. Oblicz pole trapezu prostokatnego, wiedzac, ze odlegtosci srodka okregu wpisanego w ten

trapez od koncéw ramienia nieprostopadtego do podstaw sg réwne 5 i 10.

Z czterech wierzchotkow kwadratu o boku dtugosci 1 zakreslono okregi o promieniu 1. Luki
okregdéw podzielity wnetrze kwadratu na 9 czesci. Ile wynosi pole kazdej z tych czesci?

Oblicz pole czesci wspolnej trojkata i kwadratu.
° ° °

Czy mozna krawedziom szescianu tak przyporzadkowac liczby naturalne od 1 do 12 (kazdej
krawedzi inng liczbe), aby suma liczb na kazdej Scianie bylta taka sama?

Kazdy punkt na prostej ma jeden z dwoch koloréw: czerwony lub niebieski. Uzasadnij, ze
istnieje odcinek AB lezacy na tej prostej, ktérego oba konce oraz $rodek sa w tym samym
kolorze.
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. Nie moze. Zauwazmy, ze p nie dzieli sie przez 3 (jest bowiem pierwsza i wieksza niz 3) oraz
nie daje reszty 1 z dzielenia przez 3, bo wtedy liczba 2p 4+ 1 bytaby podzielna przez 3 (a
nie moze, bo jest pierwsza i wieksza niz 3). Zatem p musi dawaé z dzielenia przez 3 reszte
2, tzn. p = 3k + 2 dla pewnej liczby naturalnej k. Jednak wtedy 4p+1 =43k +2)+1 =
3(4k + 3), co pokazuje, ze 4p + 1 nie jest liczba pierwsza.

. Oznaczmy przez = kat (w stopniach), jaki zatoczy wskazowka godzinowa (G) od godziny
drugiej do miejsca spotkania. Wtedy wskazowka minutowa (M) zatoczy kat 60° + x. Po-
niewaz M porusza sie 12 razy szybciej, to 60° + x = 12z, zatem = = %. Oznacza to, ze

M pokaze (60° 4 2)%2® = 10{{min po godzinie drugiej.

. Zauwazmy, ze dwa wazenia to za malo. Rzeczywiscie, uktad monet ma 14 mozliwych wa-
riantéw, a dwa wazenia daja najwyzej 9 roznych wynikéw. Widzimy zatem, ze potrzebne
sg minimum 3 wazenia. Ponizej podany jest jeden ze sposobéw postepowania, dajacy
poprawna odpowiedz przy 3 wazeniach.

Ponumerujmy monety cyframi 1,2,3,4,5,6,7. Ktadziemy na jedna szale 1,2,3, a na druga
4,5,6. Jezeli jest rownowaga, to fatszywa moneta jest 7 i wystarczy ja poréwnac z 1. Jezeli
nie ma réwnowagi, to 1 i 4 zamieniamy miejscami, 2 i 5 pozostawiamy na miejscu, a 3 i
6 zdejmujemy. Mozliwe sa nastepujace sytuacje :

(1) réwnowaga. Wtedy falszywa jest moneta 3 lub 6. Poréwnujemy 3 i 7. Jezeli jest
rownowaga, to falszywa moneta jest 6, a pierwsze wazenie powie o jej ciezarze. Jezeli
ostatnie wazenie nie daje réwnowagi, to méwi o wadze falszywej monety 3.

(2) wychylenie szalek nie zmienito sie. Wtedy falszywa moneta jest 2 lub 5. Por6wnujemy
2 oraz 7 i postepujemy jak w (1).

(3) wychylenie zmienito sie. Wtedy fatszywa moneta jest 1 lub 4. Por6wnujemy 1 oraz 7
i postepujemy jak wyzej.

. Niech n = 10a + b. Z warunkéw zadania wynika, ze ab|(10a + b)* — b* = 100a? + 20ab, co
oznacza, ze b[100a. Jesli cyfra b to 1,2,4 lub 5, to a moze byé¢ dowolng cyfra, co daje 36
liczb dwucyfrowych. Dla b = 3 oraz b = 6, cyfra a musi by¢ 3, 6 lub 9 (kolejne 6 liczb).
Gdy b =7, to a musi by¢ 7 (1 liczba). Gdy b = 8, to a musi by¢ 2, 4, 6 lub 8 (4 liczby). A
dla b = 9 pasuje tylko a = 9 (1 liczba). Ostatecznie jest 48 liczb dwucyfrowych o podanej
wtasnosci.

. Przeksztalcamy rownanie + + i = 3 do postaci 9(z + y) = zy, czyli (z —9)(y — 9) = 81.
Liczby z i y sa calkowite dodatnie, wiec wystarczy sprawdzié¢ kilka przypadkéw postaci
r—9=11iy—9 =381, itd. Ostatecznie, szukane liczby to 10 i 90 lub 12 i 36 lub 181 18.
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Niech trapez ma wierzchotki A, B, C, D, z katami postymi przy A
i D. 7 faktu, ze istnieje okrag wpisany w trapez wiemy, ze AB +
CD = BC + AD oraz AD = 2r, gdzie r jest promieniem okregu
wpisanego. Jesli O jest srodkiem okregu wpisanego, to kat BOC
jest prosty, bo LOBC + LOCB = ({ABC + £DCB)/2 = 90°.
Zatem z twierdzenia Pitagorasa BC' = 5v/5. Mozemy teraz na
dwa sposoby obliczyé pole tego trojkata OB - OC/2 = BC' - r/2.
Stad r = 24/5. Zatem pole trapezu wynosi 2r - (AB + CD)/2 =
r(BC + AD) = r(BC + 2r) = 2v/5 - 9v/5 = 90.

Oznaczmy pole czesci srodkowej przez A, kazdej czesci przy krawe-
dzi przez B, a kazdej czesci ,naroznej” przez C. Caly kwadrat to
A+4B+4C = 1. Cwiartke kota daje A+ 2B+ 3C = /4. Trzecie
potrzebne réwnanie to np. A+ B 4+ 2C = 2 - 71/6 — v/3/4 (dwa
nachodzace na siebie wycinki kota o kacie 60°). Z tego uktadu réw-

nan otrzymujemy szukane pola: A =1 — /3 + 2, B=1- % -5

_ V3 s
C=¥_14+=2

Samo obliczenie nie stanowi wielkiego problemu. Od pola kwadratu jednostkowego trze-
ba odja¢ pole malego odcietego tréjkacika prostokatnego o przyprostokatnych 1/2 1 1/3,
czyli pole czesci wspolnej to (1 — 1—12) cm?. Proponujemy jednak odejmowaé¢ dwa punk-
ty za brak uzasadnienia dtugosci bokéw trojkata, popartego np. twierdzeniem Talesa,

podobienstwem tréjkatow lub rachunkiem wspotrzednych.

Tak, mozna. Przyporzadkowanie mozna zobaczy¢ na ponizszym rysunku:
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Niech P; i P, beda punktami w tym samym kolorze (powiedzmy czerwonymi). Wpro-
wadzmy na prostej wspotrzedne tak, aby P; byt punktem —1, zas P, byl punktem 1. Jesli
punkt 0 jest czerwony, to za AB mozemy wziaé [—1, 1], czyli P;P,. Jesli 0 jest niebieskie,
to popatrzmy na punkt 3. Jesli jest on czerwony, to za AB bierzemy [—1,3]. Jesli 3 jest
niebieski, to popatrzmy na punkt —3. Gdy jest on czerwony, to za AB bierzemy odcinek
[—3, 1], a gdy niebieski, to [—3, 3].



