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. W tréjkacie ABC bok AC' jest krotszy od boku BC'. Dwusieczna kata przy wierzchotku

C przecina si¢ z symetralng boku AB w punkcie M. Uzasadnij, ze na czworokacie AM BC
mozna opisa¢ okrag.

. Czy kwadrat mozna podzieli¢ na 2016 kwadratéw?

Zegar cyfrowy wyswietla czas w fromacie 24-godzinnym AB : C'D (tzn. godziny i minuty).
Przez jaki czas w ciggu doby na wys$wietlaczu jest widoczna co najmniej jedna cyfra 17

Ile cyfr w zapisie dziesietnym ma liczba bedgca liczbg cyfr liczby 201620167

Czy dtugosci odcinkéw, na ktoére dzielg sie dwie przecinajace sie cieciwy moga wyrazad
sie czterema réznymi liczbami pierwszymi?

. W finale Ligi Matematycznej wzieto udziat 100 uczniéw wyltonionych we wczes$niejszych

etapach z 14 szkot (z kazdej szkoty w finale bral udziat co najmniej jeden uczen). Udo-
wodnij, ze pewne dwie szkoly mialy w finale te samg liczbe reprezentantow.

Dla jakich liczb catkowitych dodatnich k wyrazenie k;—j?l ma warto$é¢ catkowita?
Czy istniejg liczby caltkowite aq,as, ..., a9 takie, ze liczby a1 — a9, as — a3, as — ay,...,

ag — a9, 19 — a1 Mozna ustawi¢ w takiej kolejnosci, ze beda tworzyly cigg kolejnych liczb
catkowitych?

. Wyznacz, ile zer na koncu ma zapis dziesietny liczby 2015! + 2014!.

Rysunek ponizej przedstawia zapis poprawnego mnozenia pisemnego. Jak widac, tylko
jedna cyfra jest widoczna, a pozostate cyfry zostaly zastoniete gwiazdkami. Jak bedzie
wygladato to dziatanie, gdy odstonimy wszystkie gwiazdki?
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. Narysujmy trojkat ABC' oraz okrag na nim opisany. Dwusieczna kata przy wierzchotku
C przecina ten okrag w punkcie, ktory oznaczmy przez P. Poniewaz katy wpisane AC'P
i PCB sa rowne, to punkt P jest érodkiem tuku AB. Skoro tuki AP i PB sg réwne, to
réwne sa takze cieciwy AP i1 PB. Wynika stad, ze punkt P lezy na symetralnej AB (bo
lezy w jednakowej odlegtosci od koncéw odcinka AB), czyli jest punktem M. Stad punkty
A, M, B, C leza na jednym okregu.

. Tak. Na wiele sposobow. Mozemy na przyktad przy jednym z wierzchotkéw odciaé¢ duzy

kwadrat o boku rownym %8; boku wyjsciowego kwadratu, a pozostaly obszar (pasek leza-
cy wzdhuiz dwéch bokéw) podzielié na kwadraciki o boku réwnym -+ boku wyjsciowego

1008
kwadratu.

. Zauwazmy, ze wérod 24 liczb AB oznaczajacych poszczegdlne godziny doby, jest doktadnie
12, w ktérych zapisie wystepuje choc¢by jedna jedynka: 01,10,11,12,...,19,21. Zatem
wiemy, ze przez te dwanascie godzin pojawi sie jedynka w czesci AB wyswietlacza. W
ciggu kazdej z pozostaltych 12 godzin, w sekcji C'D jedynka pojawi sie 15 razy na wszystkie
60 liczb tam wyswietlanych (w liczbach 01,10,11,12,...,19,21,31,41,51), czyli przez i
kazdej z tych godzin. Daje nam to dodatkowy czas i - 12 = 3 godzin. Ostatecznie, co

najmniej jedna jedynka bedzie widoczna przez 15 godzin.

. Zauwazmy, ze 1000296 < 2016296 < 10000216, czyli 109948 < 20162916 < 10%°64, Zatem
liczba cyfr liczby 2016%°1¢ to pewna liczba naturalna pomiedzy 6049 a 8064. Wszystkie
liczby z tego zakresu majg jednak po 4 cyfry, wiec odpowiedz to 4.

. Nie. Przypus$émy, ze pierwsza z cieciw dzieli si¢ na odcinki o dtugosciach a i b, a druga na
odcinki o dtugosciach c i d. Z twierdzenia o siecznych wynika, ze musi zachodzi¢ réwnosé
ab = cd. Rowno$é ta nie moze byé prawdziwa dla czterech réznych liczb pierwszych. (Jesli
uczen nie umie uzasadni¢ tego ostatniego faktu, to i tak proponujemy oceni¢ zadania na
zrobione, ale na 6 punktéow).

. Przypusémy, ze z kazdej szkoty bylaby inna liczba reprezentantow. Wtedy taczna liczba
uczniéw ze wszystkich szkét wynositaby co najmniej 1+2+...+14 = 105, co jest sprzeczne
z informacja, ze uczniow byto tylko 100. Zatem nasze przypuszczenie musi by¢ falszywe,
wiec ktoras z liczb musi sie powtarzac.

. Poniewaz % =k—-T+ %, to wystarczy wskazaé liczby catkowite dodatnie k, dla
ktorych wyrazenie % ma warto$¢ catkowita. Szukamy zatem liczb catkowitych postaci

k + 7, ktéra sa wieksze od 7 i sa dzielnikami liczby 50. Stad k + 7 moze przyja¢ wartosci
10, 25, 50. Zatem k moze by¢ réwne 3, 18 lub 43.

. Nie istniejg. Zauwazamy, ze suma liczb a; — as, as — a3, az — ag,..., ag — a9, A190 — A1
wynosi 0. Pytamy wiec, czy suma 10 kolejnych liczb catkowitych moze by¢ rowna 0. Nie,
gdyz w zestawie kolejnych 10 liczb catkowitych jest doktadnie 5 liczb nieparzystych i 5
parzystych. Ich suma jest wigc liczba nieparzysta.
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Zadanie sprowadza sie do wyliczenia jaka najwyzsza potega dziesiatki dzieli liczbe 2015!+
2014! = 2016 - 2014!. W tym celu wystarczy sprawdzi¢, ile jest czynnikow 5 w rozktadzie
liczby 2014! na czynniki pierwsze (czynnik 2 wystapi bowiem z pewnoscia wiecej razy).
Zauwazmy, ze wsrod liczb od 1 do 2014 sa doktadnie 402 liczby podzielne przez 5, jest 80
liczb podzielnych przez 25, 16 liczb podzielnych przez 125 i 3 liczby podzielne przez 625
(oraz nie ma liczb podzielnych przez wyzsze potegi piatki). W takim razie w rozktadzie
na czynniki pierwsze liczby 2014! czynnik 5 wystepuje w potedze 402 4 80+ 16 4 3 = 501.
Oznacza to, ze liczba 2015! 4+ 2014! ma na koncu 501 zer.

Jesli ktorakolwiek z liczb mnozonych bytaby mniejsza od 90, to wynik bedzie mniejszy
niz 9000, wiec mamy dwie dziewiatki w pierwszej kolumnie u gory. Dalej wida¢, ze druga
liczba konczy sie na 1, bo inaczej mieliby$my trzycyfrowy wynik mnozenia pierwszej liczby
przez cyfre jednosci drugiej. DoszliSmy zatem do wniosku, ze przedstawione dziatanie, to
iloczyn 9a - 91, dla pewnej cyfry a. Jednak 98 - 91 = 8918, czyli za mato, wigc jedynym
rozwigzaniem jest 99 - 91.



