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poziom: ponadgimnazjalny

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 1

. W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych 18 i 24 na krotszej przyprostokatnej, jako

na $rednicy, zbudowano okrag. Jaka dhugo$¢ maja odcinki, na ktore ten okrag podzielit
przeciwprostokatna?

. Jaka reszte z dzielenia przez 100 daje liczba 1234567892 + 1234567897

Uzasadnij, ze dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n liczba 4™ + 2™ dzieli sie przez
10.

Czy istnieje wielodcian, ktory ma dokltadnie siedem krawedzi?

Ile jest réznych tréjkatow o bokach catkowitej dtugosci, ktérych najdtuzszy bok ma dtu-
gos¢ 107 Piszac "rézne trojkaty” mamy na mysli trojkaty, ktére nie sg przystajace.

Dwie cigciwy przecinajg sie wewnatrz kota tak, ze odcinki jednej z nich maja dtugosci 4
i 12, a odcinki drugiej pozostaja w stosunku 1 : 4. Ile wynosi dtugo$é¢ drugiej cieciwy?

Czy istnieje wielomian stopnia piatego o wspoétezynnikach catkowitych, ktorego miejscem
zerowym jest v/5 — /27 Jesli tak, podaj przyktad takiego wielomianu.

Dla jakich liczb naturalnych n liczba n! jest podzielna przez n??

Oblicz sume
[log, 1] + [log, 2] + [log, 3] + [logy 4] + ... + [log, 127],

gdzie dla liczby rzeczywistej x symbol [x] oznacza jej cze$é catkowita, czyli najwieksza
liczbe catkowita, ktéra nie przekracza x.

Jacek i Placek podjeli sie wykonania pewnej liczby plakietek. Kazdy z nich planowat pra-
cowacl z odpowiednig dla siebie wydajnoscia, robiac po tyle samo plakietek dziennie z tym,
ze wydajnos¢ Jacka jest rowna 66%% wydajnosci Placka. Wstepne obliczenia wykazalty, ze
na wykonanie catego zamoéwienia potrzebujg doktadnie 12 dni. Niestety, po trzech dniach
pracy Jacek musial wyjecha¢ i nad pozostatymi plakietkami Placek pracowal sam (nie
zwiekszajac swojej dziennej normy). W ciagu ilu dni zostanie wykonane zamoéwienie?
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1. Oznaczmy krétsza przyprostokatna trojkata ABC przez BC (C' - wierzcholek kata pro-
stego), srodek okregu przez O oraz punkt przeciecia przeciwprostokatnej przez okrag -
inny niz B - przez S. Widzimy, ze L BSC' jest prosty (oparty na srednicy), zatem CS
jest wysokoscia w trojkacie ABC' idaca na przeciwprostokatna. Poniewaz AB = 30 (z tw.
Pitagorasa), to z podobienstwa trojkatow BSC i BC'A znajdujemy BS = 10, 8, a wtedy
SA=19,2.

2. Poniewaz 1234567892 + 123456789 = 123456789(123456789 + 1) = 123456789 - 123456790,
to dwucyfrowa koncéwka wyniku - bo ja tak naprawde trzeba wyliczy¢ w zadaniu - wynosi
tyle co dwucyfrowa koncowka wyniku 89-90 (wynika to z algorytmu mnozenia pisemnego).
Zatem jest to 10.

3. Zauwazmy, ze cyfry jednosci liczb 4" tworza ciag okresowy, w ktérym powtarza si¢ dwu-
elementowa sekwencja (4,6). Podobnie, cyfry jednosci liczb 2" tworza ciag okresowy, w
ktérym powtarza sie czteroelementowa sekwencja (2,4,8,6). Widzimy zatem, ze gdy n
bedzie postaci 4k + 2, to 4" bedzie miato cyfre jednosci 6, a 2" - cyfre 4. Ich suma zatem
bedzie zakonczona zerem.

4. Nie. Zauwazmy, ze kazdy wieloscian, ktéry ma choé¢ jedna Sciane niebedaca trojkatem,
musi mie¢ co najmniej 8 krawedzi. Rzeczywiscie, wezmy Sciane, ktéra nie jest trojkatem
i uzyjmy jej jako podstawy. Wtedy w podstawie wielo$cianu jest juz n krawedzi (gdzie n
oznacza liczbe wierzchotkéw podstawy) oraz dodatkowo, z kazdego wierzchotka podstawy
wychodzi co najmniej jedna krawedz nielezaca w plaszczyznie podstawy, czyli co najmniej
kolejne n krawedzi. Daje to razem co najmniej 2n krawedzi, a skoro n > 4, to 2n > 8.
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Jesli zas kazda sciana wieloscianu jest trojkatem, to wtedy liczba krawedzi wynosi 3s,

gdzie s jest liczba $cian (s Scian po 3 krawedzie, w tym kazda krawedz liczona dwa razy).

Ale rownanie %8 = 7 nie ma rozwiazania w liczbach naturalnych.

5. Oznaczajac dtugosci pozostatych bokéw trojkata przez x i y, mozemy warunki zadania
zapisa¢ w postaci:
0<zx<10, 0<y<10, z+y > 10.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze x < y. Wtedy widzimy, ze 6 < y < 10. Co wiecej, dla
kazdego takiego y musi by¢ 10 —y < z < y, co daje 2y — 10 mozliwosci na x. Zatem dla
y = 6 mamy 2 mozliwosci na x, dla y = 7 sa 4 mozliwosci, itd. az do y = 10, dla ktérego
jest 10 mozliwosci na x. Wystarczy zsumowac: 2+4+6+8-+10 = 30. Otrzymane trojkaty
sg oczywiscie rozne, bo kazde dwa maja co najmniej jeden bok innej dtugosci.

Zadanie mozna takze rozwigza¢ postugujac sie uktadem wspotrzednych oraz interpretacja
powyzszych nieréwnoéci. Wyznaczaja one obszar bedacy ¢wiartkg kwadratu i wystarczy
policzy¢ ile punktow kratowych jest w niej ukrytych.

6. Oznaczajac pierwsza z cieciw przez AB, druga przez C'D, zas ich punkt przeciecia przez P,
widzimy, ze trojkaty APC oraz DPB sa podobne. Rzeczywiscie, L{CAB = £C DB jako

katy oparte na tym samym tuku. Podobnie LACD = £LABD. 7 podobienstwa wynika
m.in. ’é—}; = %. Przyjmujac, bez zmniejszania ogdlnosci, ze AP =4, BP =12, CP ==z i
DP = 4z otrzymujemy zaleznoéé 4z = 48, co daje = 2v/3. Dtugo$é cieciwy C'D wynosi

wiec x = 104/3.
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Zauwazmy, ze (V5 — v/2)? = 7 — 2y/10. Jedli zatem znajdziemy wielomian W (t)
at? + bt + ¢, ktérego pierwiastkiem jest 7 — 2v/10, to wykonujac podstawienie t = z
otrzymamy wielomian, ktérego pierwiastkiem jest v/5 — /2. Przykladem wielomianu W
jest np. W(t) = t* — 14t + 9 (mozna go latwo znalezé ze wzoréw Viete’a przyjmujac
ti=7— 2\/1_0, to =T+ 2\/E), zatem wielomian z* — 1422 + 9 bylby szukanym wielomia-
nem, ale ma za maly stopien.. Wystarczy jednak, ze pomnozymy go np. przez x (lub przez
2z — 3, z + 7 itp.). Ostateczna odpowiedz to: taki wielomian istnieje, np. x® — 1423 + 9z.

N

Dla n = 1 mamy podzielnos¢, a np. dla n = 4 nie. Zauwazmy, ze jesli n jest liczbg
pierwsza, to n! nie dzieli si¢ przez n?, gdyz w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n!
czynnik n wystapi tylko w pierwszej potedze. Jesli zas n jest liczba ztozona wieksza niz
4, to n = k - [ dla pewnych liczb naturalnych mniejszych od n oraz co najmniej jedna z
tych liczb jest wigksza niz 2. Jedli wiec k # [, to oba czynniki k i [ wystepuja w iloczynie
n!l. Jedli za§ k = [, to wobec k > 2 mamy 2k < n, czyli w iloczynie n! wystapi zaréwno
czynnik k jak i 2k. Widzimy wiec, ze n! jest podzielne przez n? wtedy i tylko wtedy, gdy
n jest liczba ztozong wigkszg niz 4 lub n = 1.

Zauwazmy, ze niektore z tych logarytmow daja sie tatwo wyliczy¢, gdyz log, 2" = n. Jesli
za$ dla liczby naturalnej k mamy 2" < k < 2"™! (a takich liczb jest doktadnie 27), to
n < logy, k < n+ 1, wiec [log, k| = n. W takim razie rozwazana suma jest rowna:

04+2'.1422.2423.34+21.4425.5425.6,
co daje 642.

Jezeli przyjmiemy, ze Placek wykonywat dziennie x-owg czes¢ zamoéwienia, to wtedy Jacek
wykonywat %x Zatem razem wykonywali %x catego zamoéwienia. 7 tredci zadania wynika,
ze 122z =1, zatem 2 = 55. Wiemy wiec, ze Placek wykonywal dziennie 55 calego zamé-
wienia. Przez trzy dni Jacek i Placek zdazyli wykona¢ tylko i zamoOwienia, zatem Placek
musial samodzielnie wykonaé jeszcze 3 zaméwienia, pracujac tempem = zamoéwienia na
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dzien. Zajmie mu to 2 : &= = 15 dni. Ostatecznie, praca zostanie wykonana w ciaggu 18
dni.
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