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. Czy jezeli liczby 7z i 11x sa catkowite, to liczba = tez musi by¢ catkowita?

Punkt P lezy wewnatrz szescianu o krawedzi dtugoéci v/3. Ile wynosi minimalna suma
odlegtosci punktu P od wszystkich wierzchotkéw szescianu?

Ile liczb naturalnych od 1 do 2015 jest podzielnych przez 10 lub 257

Czy istnieje liczba naturalna, ktérej kwadrat ma w zapisie dziesietnym doktadnie 3 je-
dynki, 2 dwojki, 3 trojki, 4 czwoérki i 5 piatek? (Inne cyfry nie wystepuja.)

Czy jesli pomiedzy kazde dwie kolejne cyfry liczby 121 wstawimy tyle samo zer, to otrzy-
mamy kwadrat liczby naturalnej?

Po okregu o dtugosci 160 cm poruszaja sie dwa punkty, kazdy ze stata predkoscia. Jezeli
kierunki ich ruchéw sa zgodne, to punkt pierwszy wyprzedza punkt drugi co 10 sekund.
Jezeli za$ kierunki ruchow sa przeciwne, to punkty mijaja si¢ co 4 sekundy. Ile wynosza
predkosci tych punktow?

. W okregu o srodku O i promieniu 8 poprowadzono srednice AB oraz cieciwe C' D, ktora

przecina AB w punkcie P takim, ze AP = PO. Uzasadnij, ze PC = OC jesli wiadomo,
ze PD = 6.

. Wiadomo, ze liczby naturalne n i k spelniaja réwnos$¢ 7 -n = 13 - k. Uzasadnij, ze liczba

n + k jest ztozona.

Obwod pewnego czworokata wypuklego wynosi 36 cm. Jedna z przekatnych tego czwo-
rokata dzieli go na dwa trojkaty o obwodach 24 cm oraz 20 cm. Czy jest to kréotsza, czy
dhuzsza przekatna tego czworokata?

Ciag aq,aq,..., a5 jest ciagiem arytmetycznym. Wiadomo, ze suma wszystkich jego
wyrazow jest liczba wymierng. Czy stad wynika, ze co najmniej jeden wyraz tego ciggu
jest liczba wymierng?
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. Tak. Zauwazmy, ze skoro 11x jest liczbg catkowita, to réwniez 2 - 11x = 222 musi by¢
liczba catkowita. Analogicznie widzimy, ze liczba 3-7x = 21z tez jest catkowita. W takim
razie ich roznica, czyli 22z — 21x takze musi by¢ liczbg catkowita.

. Zauwazmy, ze przekatne szescianu majg dhugos¢ 3. Oznaczmy przez A i G dwa przeciw-
legte wierzchotki szescianu. Wtedy, na mocy nieréwnoéci trojkata, PA + PG > AG = 3.
Analogiczne nierownosci zachodzg dla pozostalych trzech par przeciwlegtych wierzchot-
kéw. Zatem suma odleglosci punktu P od wszystkich osmiu wierzchotkéw szescianu nie
moze by¢ mniejsza niz 4 - 3, czyli 12. Co wiecej, biorac za punkt P punkt przeciecia sie
wszystkich czterech przekatnych (nalezy krétko uzasadnié, ze przecinaja sie one w jednym
punkcie), otrzymujemy sume odlegtosci od wierzchotkéw réwna doktadnie 12. Odpowiedz
to 12.

. Zastosujemy prawo wlaczen i wyltgczen. Poniewaz 2015 : 10 = 201 r. 5, to liczb podziel-
nych przez 10 jest 201. Analogicznie, mamy 2015 : 25 = 80 r. 15, wiec liczb podzielnych
przez 25 jest 80. Niestety, nie wystarczy doda¢ otrzymanych wynikéw, gdyz wtedy nie-
ktore liczby zostatyby policzone dwa razy. Mowa oczywiscie o liczbach, ktére dzielg sie
zaréwno przez 10, jak i przez 25, czyli sa wielokrotnosciami 50. Takich liczb jest 40, bo
2015 : 50 = 40 r. 15. Ostatecznie, liczb wskazanych w zadaniu jest 201 + 80 — 40 = 241.

. Nie. Zauwazmy, ze suma cyfr kwadratuto3-14+2-243-3+4-4+5-5, czyli 57. Jednak
liczba 57 dzieli si¢ przez 3 i nie dzieli sie przez 9, zatem liczba o takich cyfrach nie moze
by¢ kwadratem liczby naturalnej.

. Tak. Wynika to z prostej obserwacji
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. Oznaczajac przez x predkos¢ pierwszego punktu oraz przez y predkosé drugiego punktu
widzimy, ze pierwszy punkt przebywa w ciggu 10 sekund taksg trase jak drugi punkt
powiekszong o 160 cm, za$ drogi przebyte przez oba punkty w ciagu 4 sekund sumujg sie
do 160 cm. Otrzymujemy zatem uktad: 10z = 160 + 10y oraz 4z + 4y = 160, ktéry ma
jedno rozwiazanie x = 28 cm/s, y = 12 cm/s.

. Z danych zadania wnioskujemy, ze AP = 4, BP = 12 oraz DP = 6. Poniewaz trojkaty
PAD i PBC sa podobne (cecha kkk), to PC = AI;’% = 4'712 = 8 = OC, co nalezalo
wykazac.

. Zauwazmy, ze Tn + Tk = 13k + Tk = 20k, zatem 20 dzieli 7(n + k). Co oznacza, wobec
faktu, ze liczba 7 jest pierwsza, ze 20 dzieli n + k.
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Dla ustalenia uwagi nazwijmy czworokat ABC'D i przyjmijmy, ze rozwazana przekatna
to AC. Dtugosé AC mozemy wyliczy¢ z podanych obwodéw: 2- AC' = (24 +20) — 36 = 8,
czyli AC' = 4 cm. Oznacza to, ze bok AC jest bokiem krotszym od pozostalych zardéwno
w trojkacie ABC| jak i w trojkacie AC'D. Rzeczywiscie, gdyby ktory$ z innych bokow w
ktorymkolwiek z tych trojkatéw byt krotszy niz 4 ecm (lub réwny), to wtedy trzeci bok w
tym trojkacie musiatby byé¢ krotszy niz 8 cm, a wiec obwod takiego trojkata bytby mniej-
szy niz 16 cm, whrew danym podanym w zadaniu. Wynika stad, ze zaréwno L ABC, jak i
£LADC' sg najmniejszymi katami w ”swoich” trojkatach i kazdy z nich ma mniej niz 60°.
To oznacza, ze przynajmniej jeden z pozostatych katéw czworokata ABCD jest rozwar-
ty. Przyjmijmy, ze jest to L BAD (rozumowanie w przypadku £ BC'D jest analogiczne).
Wrtedy odcinek BD jest najdhuzszym bokiem tréjkata ABD, w szczegdlnodei jest dtuzszy
niz bok AB, ktory to jest dtuzszy niz AC'. Ostatecznie pokazaliSmy, ze przekatna, o ktorej
mowa w zadaniu jest krétsza przekatng czworokata ABC.

Tak. Suma wszystkich wyrazow to % -2015, gdzie asgi5 = a1 + 2014r. Zatem wiemy,

ze Wra20LA jest liczha wymierna, ale to jest przeciez rowne a; + 1007r, czyli aigos.



