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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ III

. Ile jest takich liczb calkowitych n, dla ktérych liczba n? 4 4n + 9 jest podzielna przez

n+17

Okrag podzielono trzema punktami A, B C na trzy czesci w stosunku 5 : 6 : 7. Nastepnie
w punktach A, B, C' poprowadzono styczne do tego okregu, ktére przeciety sie parami
w trzech punktach M, N, P. Pokaza¢, ze dwusieczna najwickszego kata trojkata MNP
dzieli ten trojkat na dwa, z ktérych jeden jest podobny do trojkata M N P.

. Wéréd liczb trzycyfrowych jest z liczb o iloczynie cyfr réwnym 12 oraz y liczb o sumie

cyfr mniejszej niz 4. Ile wynosi 5?

. W deltoidzie ABC'D obie przekatne maja taka sama dtugosé jak dtuzsze boki tego delto-

idu. Czy na czworokacie ABC'D mozna opisa¢ okrag?

Jesli przez n oznaczymy najmniejsza liczbe naturalng o sumie cyfr 100, to jak nazywa sie
liczba n 4 17

Pewng liczbe naturalng n podniesiono do potegi 30 i otrzymano liczbe
42 391 158 275 216 203 514 294 433 201.
Ile wynosi n?

Kwadrat o polu 144 cm? ma wspoélng przekatng z prostokatem. Figura, ktora jest czescia
wspolng kwadratu i prostokata, ma pole réwne 36 cm 2. Ile wynosi pole prostokata?

[le minut po pdétnocy wskazéwki zegara po raz pierszy w danej dobie utworzg kat 163°7

Cukier " Krysztatowy” zawiera 0, 22% zanieczyszczen, a cukier ” Luksusowy” tylko 0, 14%.
Jaki procent zanieczyszczen ma mieszanka otrzymana z pomieszania cukru ”Krysztato-
wego” z cukrem ” Luksusowym” w proporcji 3 : 17

Liczba naturalna M ma te wlasno$é¢, ze powiekszona o sume swoich cyfr daje 2015. Ile
wynosi M?
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RUNDA ELIMINACYJNA — MECZ III — SZKICE ROZWIAZAN

. Zauwazmy, ze n® +4n +9 = (n + 1)(n + 3) + 6, stad liczba n? + 4n + 9 jest podzielna
przez n + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 dzieli 6. Zatem n + 1 musi by¢ jedna z liczb
1,2,3,6 lub —1, -2, -3, —6. Daje to 8 roznych mozliwosci na n.

. Oznaczajac $rodek okregu przez O, z tresci zadania wnioskujemy, ze L AOB = 100°,
£BOC = 120° oraz LCOA = 140°. Pamietajac o tym, ze odcinki AO, BO i CO sa
prostopadte do odpowiednich stycznych, widzimy, ze katy tréjkata MNP wynosza 80°,
60° i 40°. Dwusieczna kata o mierze 80° dzieli wiec trojkat M NP na dwa tréjkaty, z
ktorych jeden ma katy 80°, 60° i 40°. To konczy dowdd.

. Zaczniemy od znalezienia wszystkich liczb trzycyfrowych, ktorych iloczyn cyfr wynosi 12.
Poniewaz 1-2-6,1-3-4, 2-2- 3, sa jedynymi rozktadami liczby 12 na iloczyn trzech
czynnikéw jednocyfrowych, to (uwzgledniajac permutacje) widzimy, ze takich liczb bedzie
646+ 3, czyli x = 15. Jesli zas interesuja nas liczby trzycyfrowe o sumie cyfr mniejszej
niz 4, to mozemy osobno zliczy¢ te, ktérych suma cyfr wynosi jeden (jest tylko jedna taka
liczba: 100), te, ktérych suma cyfr wynosi dwa (sa tylko trzy takie liczby: 200, 110, 101)
oraz te, ktorych suma cyfr wynosi trzy (jest dokladnie sze$é takich liczb: 300, 210, 201,
120, 102, 111). Zatem y = 10, czyli ostaetcznie % =1,5.

. Nie. Kat pomiedzy dtuzszymi bokami deltoidu ma bowiem miare 60°, zas lezacy naprze-
ciwko kat miedzy dwoma krotszymi bokami ma miare 150°.

. Najmniejsza liczba o sumie cyfr 100 musi mie¢ jak najmniej cyfr, zatem maksymalnie
wiele dziewiatek. Bedzie to wiec liczba

199...99
—_——

11 dziewiatek
Zatem n + 1 to dwiescie miliardow.

. Poniewaz n3° < 10%°, to n jest liczba jednocyfrowg. Suma cyfr liczby n3° wynosi 99, zatem
liczba n musi by¢ podzielna przez 3. Jednak n nie moze by¢ rowne 6, bo wowczas i liczba
n® bylaby parzysta. Widzimy tez, ze 33 = 91° < 10'°, zatem n # 3. Pozostaje jedyna
mozliwos¢ n = 9.



7. Zauwazmy, ze jesli prostokat ma wspodlng przekatng z kwadratem, to wierzchotki prosto-

10.

kata leza na okregu opisanym na kwadracie. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Bok
kwadratu ma dtugos$é 12 cm, zatem skoro pole réwnolegtoboku APC(Q wynosi 36 cm?, to
AP = 3 cm oraz PB =9 cm. Z tw. Pitagorasa dla trojkata PBC otrzymujemy PC = 15
cm. Skoro cieciwy AB i C'M przecinaja sie¢ w punkcie P, to AP-PB = C'P-PM (tréjkaty
AMP i CBP sg podobne — cecha kkk), a stad M P = 1,8 cm. Jeszcze raz stosujac tw.
Pitagorasa - tym razem dla trojkata AM P - dostajemy AM = 2,4 cm. Pole prostokata
wynosi zatem 2,4 - 16,8 = 40, 32 cm?.

Zauwazmy, ze wskazoéwka godzinowa porusza si¢ z predkoscia katowa %O /min, a wskazowka
minutowa z predkoscia 6°/min. Zatem po czasie ¢ < 60 min wskazowka minutowa obréci
sie o 6t stopni, a godzinowa tylko o %t. Kat, ktory miedzy nimi powstanie bedzie miat
6t — %t stopni, wiec bedzie rowny 163° dla t = 291—71 min.

Tres¢ zadania mozemy przedstawié¢ za pomoca zaleznosci 0,22 - 3m + 0,14 - m = p - 4m,
gdzie m jest waga cukru ”Luksusowego” wzictego do sporzadzenia mieszanki, a p jest
szukanym procentem zanieczyszczen. Po rozwiazaniu otrzymujemy p = 0,2. Mieszanka
zawiera 0, 2% zanieczyszen.

Poniewaz M < 2015, to suma cyfr liczby M wynosi maksymalnie 28 (dla liczby 1999).
Mozna zatem dla kolejnych liczb naturalnych %k z zakresu od 1 do 28 sprawdzi¢, czy
liczba M — k ma sume cyfr réwng k. Mozna tez zawezi¢ obszar poszukiwan korzystajac z
faktu, ze suma cyfr danej liczby daje taks sama reszte z dzielenia przez 3 jak wyjsciowa
liczba, wiec skoro 2015 daje reszte 2, to zarowno liczba M jak i suma jej cyfr musi dawaé
reszte 1. To spostrzezenie ogranicza zakres rozwazanych k do przypadkéw 1,4,7,...,28.
Po sprawdzeniu otrzymujemy dwie mozliwosci na M: 1993 oraz 2011.



