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POLFINAL

. Rozwiaz w liczbach catkowitych uktad réwnan

ab+cd= -1
ac+bd = —1
ad + bc = —1

Oblicz dtugosci promienia r sfery wpisanej i R sfery opisanej na ostrostupie prawidtowym
czworokatnym o krawedzi podstawy 1 i wysokosci h.

. Rozstrzygnij, czy istniejg funkcje f i g okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych, takie ze

dla dowolnych z i y zachodzi réwnosé f(x)-g(y) =x +y + 1.

Siedemnastokat opisany na okregu ma wszystkie boki réwnej dtugosci. Pokaz, ze jest on
foremny.

. Rozwiaz réwnanie x = \/a — v/a + = z niewiadoma x 1 parametrem a.

Pokaz, ze (n — 1)n(n+1)(n+2) + 1 jest kwadratem liczby catkowitej dla dowolnej liczby
catkowitej n.

Dane sa kolejne liczby naturalne od 1 do 2016. Okresli¢, ile wynosi najwiecksza liczba
m o tej wlasnosci, ze jesli sposrdd tych liczb usuniemy dowolne m liczb, to i tak wérod
pozostatych znajdziemy dwie takie, ze jedna z nich jest podzielna przez druga.

. Czy tréjmian kwadratowy az? + bz + ¢ o wspotezynnikach catkowitych a, b i ¢ moze mieé

wyréznik réwny 237

Znalez¢é wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich (z,y) takie, ze x + y = a” oraz
2% 4+ y? = @™ dla pewnych liczb naturalnych a, n, m.

W jakim trojkacie $rodki wszystkich trzech wysokosci leza na jednej prostej?
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. Parami odejmujac réwnania stronami otrzymamy réwnosci (a —b)(c—d) =0, (a—c)(b—
d) =0, (a—d)(b—c) =0. Wynika, z nich, zea=blubc=d,a=clubb=d, a =dlub
b = ¢, czyli co najmniej trzy z tych liczb sg réwne. Przypusémy, ze sg to b, ¢ i d. Mamy
wtedy ab+b* = —1, czyli (a+b)b = —1,codajea = —2,b = 1 albo a = 2,0 = —1. Ogodlnie
zatem jedna z liczb jest réwna 2, a pozostale —1 albo jedna réwna —2, a pozostate 1.

. Krawedz boczna ma dtugo$é b = /h? + 1/2, a wysokos¢ $ciany bocznej hy = /h? + 1/4.

R mozemy obliczy¢ jako promieri okregu opisanego na tréjkacie o bokach b, b, v/2, a wiec

CV2b-b 2R2 41
S 4-3von 4R

Podobnie r jest promieniem kota wpisanego w trojkat o bokach 1, Ay, hy, czyli

h
Tl it

. Przypusémy, ze takie funkcje istnieja. Wowczas z rownosci f(0) - g(0) = 1 wynika, ze
f(0) # 0. Podobnie z f(1)-g(—1) = 1 wynika, ze g(—1) # 0. Ale f(0)-g(—1) = 0. Wobec

tej sprzecznosci szukane funkcje nie istniejq.

. Oznaczmy $rodek okregu przez O, wierzchotki siedemnastokata przez A;, Ay, ..., A7, a
punkt stycznosci boku A;A;q przez S; (A17A; przez Si7). Przypusémy, ze S; nie jest
srodkiem boku, ale np. 415 < %a, gdzie a jest dtugoscia boku siedemnastokata. Wow-
czas 7 przystawania tréjkatow prostokatnych S10As i SoOA; mamy AySy; = AySy, czyli
ASy > %a. Biegnac tak dalej wokél okregu zobaczymy, ze A17S517 < %a, cO oznacza, ze
A5 = A1517 > %a. A to oznacza sprzecznosc.

Skoro punkty stycznodci sa srodkami bokéw, to wszystkie trojkaty postaci OA;S; 1 OS;A; 11
sg przystajace, a wiec siedemnastokat jest foremny.

. Réwnanie jest rownowazne warunkom

(1) (> —a)=a+x, x>0, a> 2>

Oczywiscie dla a < 0 rozwiazan nie ma. Dla a = 0 jedynym rozwiazaniem jest z = 0.
Przepiszmy powyzsze réwnanie w postaci a®— (222 +1)a+xz*—2z = 01 rozwigzmy wzgledem
a. Otrzymujemy 2a = 2x% + 1 & (2x + 1). Rozwiazujac te dwa réwnania wzgledem z i
uwzgledniajac warunek z > 0 otrzymujemy liczby

y=0,5++0,25+a, z2=-0,5++a—0,75.

z
Latwo sprawdzi¢, ze z > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a > 1.



10.

Pozostaje do sprawdzenia ostatni z warunkéw (1). Poniewaz y > v/a, to a—y? < 0, zatem
y nie jest rozwigzaniem. Natomiast z < y/a, wiec a — 22 > 0.

Ostatecznie © = 0, jezeli a = 0, a jeSli a > 1, to x = z. Dla pozostalych wartosci a
rozwigzan nie ma.

(n—1nn+Dn+2)+1=0*+n-2)(n*+n)+1=n*+n—-1)>

Najwieksze m o tej wtasnosci wynosi 1007. Jest bowiem oczywiste, ze jesli wezmiemy
m > 1008 i usuniemy liczby 1,2,...,m, to zostana nam liczby m + 1,m + 2,...,2016,
przy czym m + 1 > 1009, zatem dla kazdej pary liczb z tego zbioru iloraz wiekszej
przez mniejsza jest mniejszy niz 2, co oznacza, ze zadna nie jest podzielna przez zadna.
Pokazmy teraz, ze m = 1007 jest dobre. Jesli sposréd liczb 1,2,...,2016 usuneliSmy
pewne 1007, to i tak zostato ich 1009, a kazda liczbe, ktéra pozostata mozemy zapisaé
jednoznacznie w postaci 2% - [, gdzie k jest pewng liczba calkowitg nieujemng, a [ jest
liczba nieparzysta mniejsza niz 2016. Poniewaz liczb nieparzystych od 1 do 2015 jest
tylko 1008, to ktores dwie sposréd pozostawionych liczb musza mie¢ w takim rozkltadzie
te samg liczbe nieparzysta, oznaczmy ja ly. Zatem wicksza z nich jest postaci 2% - [ , a
mniejsza postaci 2¥2 - [y, gdzie k; > ko. Widzimy wiec, ze 2% - [y dzieli sie przez 2*2 - [,
(dajac w wyniku 2k2=k1),

Nie moze. Kwadraty liczb catkowitych daja przy dzieleniu przez 4 reszt¢ 0 lub 1. Zatem
wyréznik tréjmianu (b — 4ac) réwniez musi dawaé reszte 0 lub 1 z dzielenia przez 4, a 23
daje reszte 3.

. Rozwigzaniem sg wszystkie pary (2%,2%), gdzie k > 0. Rzeczywiscie, z zalozenia a?" =

2% 4+ y? + 22y = a™ + 22y > a™, co oznacza, ze a®" dzieli sie przez a™. Zatem takze 2zy
dzieli si¢ przez a™. Jednak a™ = x? + 3%, wicc otrzymujemy 27y < 22 + y? < 22y, a stad
musi by¢ 22 + y? = 2zy, czyli = y. W takim razie, 2x = a”, skad 42? = a®", a skoro
222 = a™, to 2 = a® ™, co oznacza, ze a = 2 za$ x = y = 2F dla pewnego k > 0.

Odpowiedz: W tréjkacie prostokatnym. Latwo stwierdzi¢, ze w takim trojkacie tak jest w
istocie. Trudniej pokazaé, ze w zadnym innym nie lezg na jednej prostej.

Mozemy tak nazwaé wierzchotki trojkata, by srodki wysokosci Ay, By, C;, wychodzacych
odpowiednio z wierzchotkéw A, B, C, lezaty na jednej prostej w tej kolejnosci. Rozwazmy
prosta k taczaca srodki bokéw AB i BC'. Punkt B lezy oczywiscie na tej prostej.

Jesli kat ABC byltby ostry, to spodki wysokosci opuszczonych na boki AB i BC' lezatyby
po tej samej stronie punktu B, co wierzchotki A i ', a wiec oba punkty A; i C] lezatyby
po tej samej stronie prostej k (przeciwnej niz punkt B). Zatem punkt B; nie mogltby leze¢
na odcinku A;C4.

Podobnie, jesli kat ABC bytby rozwarty, to spodki wysokosci lezatyby na przedtuzeniach
odpowiednich bokéw, a punkty A; i C) znoéw lezalyby po tej samej stronie prostej k.
Wobec tego kat przy wierzchotku B musi by¢ katem prostym.



