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. W pierwszej szklance byto 200 ml soku, a w drugiej 200 ml wody. Najpierw z pierwszej

szklanki przelano do drugiej 30 ml soku, a po wymieszaniu zawartosci drugiej szklanki,
przelano z drugiej do pierwszej 50 ml mieszaniny. Na koniec z pierwszej szklanki przelano
(po uprzednim wymieszaniu) 20 ml zawartosci. Ktéra z proporcji jest wieksza: wody do
soku w pierwszej szklance, czy soku do wody w drugiej?

. W trojkat prostokatny o bokach 3, 4, 5 wpisano kwadrat w ten sposéb, ze dwa boki

zawieraja si¢ w przyprostokatnych, a jeden z wierzchotkéw lezy na przeciwprostokatne;j.
Jaka jest dtugosé boku kwadratu 7

Z klockéw o wymiarach 1 emx1 emx 1 em zbudowano kanciastg szklanke o kwadratowym
dnie oraz o grubosciach dna i écian wynoszacych 1 cm. Jaka jest pojemnosé szklanki, jezeli
zuzyto 105 klockow, a wysoko$¢ jest mniejsza od podwojonej szerokosci ?

. Wykaz, ze w dowolnym trojkacie suma dtugosci najdtuzszego boku oraz podwojonej dtu-

gosci wysokosci opuszcezonej na ten bok jest wieksza niz suma dtugosci pozostatych dwoch
bokdw.

. W turnieju tenisa kazdych dwoch zawodnikéw rozgrywa ze soba co najwyzej jeden mecz.

Uzasadnij, ze w kazdym momencie rozgrywek znajdzie si¢ dwoch zawodnikéw takich,
ktorzy rozegrali takg sama liczbe meczéw.

Znajdz pierwszg i ostatnig cyfre liczby 10100 4 550 — 350

Na gospodarstwo Bartka spadl deszcz. 50% wody deszczowej sptyneto do pobliskiej rzecz-
ki. Z pozostalej deszczowki: jedna trzecia wsigkta w glebe, 25% znalazlo si¢ w basenie
Bartka, pigta cze$¢ pozostata na roslinach, a siodma czes¢ Bartek zebrat do beczek. Ile
wody deszczowej spadto na gospodarstwo Bartka, jezeli wiadomo, ze wszystkie wymie-
nione iloéci wody, liczone w m3, byly liczbami catkowitymi, a pojemno$é basenu byta
mniejsza niz 150 m3?

Dla jakiej liczby catkowitej a suma wszystkich liczb naturalnych x spetniajacych nierow-
nos¢
3r—6 x+4
3 2

<a
wynosi 287
Znajdz liczby pierwsze p, dla ktorych liczba p + 36 jest kwadratem liczby naturalnej.

Bartek ma przed soba trzy torby pele cukierkéw (w kazdej jest ponad 100 sztuk). W
pierwszej sg toffi, w drugiej irysy, a w trzeciej kréwki. Bartek chce skomponowaé zestaw
ztozony z dziesigciu cukierkéw (niekoniecznie réznych). Na ile sposobéw moze to zrobié?
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. Wystarczy zauwazy¢, ze po tych wszystkich przelewaniach znowu jest po 200 ml w kazdej
szklance. Zatem jesli w pierwszej szklance jest x ml wody, to proporcja wody do soku
wynosi 55— Co wigcej, wtedy w drugiej szklance jest (200 — z) ml wody, czyli x ml
soku, wigc proporcja soku do wody wynosi rowniez 57— Ostatecznie, obie proporcje sa
rowne. Warto doda¢, ze proporcje te beda réwne, nawet jesli pomiedzy przelewaniami nie
bedziemy mieszaé¢ zawartosci szklanki.

. Po wycieciu kwadratu z trojkata dostajemy dwa trojkaty podobne. Z rownosci stosunkéw

przyprostokatnych mamy 4’796 = 37—, gdzie x jest dlugoscia boku kwadratu. Stad z = %

. Jezeli szerokos¢ szklanki wynosi n, to zuzyto n? + 4(n — 1)(w — 1) = 105 klockéw, gdzie
w oznacza wysokos¢ szklanki. Wynika z tego, ze n jest liczba nieparzysta wicksza niz 1 i
n? < 105, czyli moze przyjaé jedynie wartoéci 3,5,7,9. Dlan = 3 mamy w = 13 > 6 = 2n,
adlan =71in = 9 liczba w nie jest catkowita. Sprawdzamy bezposrednio, ze dla

n = 5 mamy w = 6, co spetnia warunki zadania. Pojemnos¢ szklanki wynosi zatem
(n —2)*(w —1) = 45 em3.

. Oznaczmy najdtuzszy bok trojkata ABC przez AB. Wtedy wysokos¢ AD zawiera sie w
trojkacie ABC, w szczegdlnosei, spodek wysokosci D nalezy do odcinka AB. 7 nieréw-
nosci trojkata dla trojkata ADC' otrzymujemy AD + DC > AC, a dla trojkata DBC
otrzymujemy C'D + DB > CB. Dodajac stronami uzyskane nieréwnosci i korzystajac z
faktu, ze AD + DB = AB mamy AB + 2CD > AC + CB, co nalezalo pokazac.

. Niech A oznacza zawodnika, ktory w danym momencie rozegral najwiecej meczéw, a n -
liczbe meczow rozegranych przez A. Liczba meczéw, ktore rozegrat dowolny z n zawod-
nikoéw grajacych z A, miesci sie miedzy 1 i n, zatem albo dla dwdch z nich te liczby sa
réwne (czyli zachodzi teza zadania) albo wszystkie sa rézne, ale wtedy jedna z tych liczb
jest m, co oznacza, ze jeden z tych zawodnikow rozegral tyle samo meczéw co A (zatem i
w tym przypadku zachodzi teza).

. Liczba 5°° — 3% jest dodatnia i mniejsza niz 5°°, zatem takze mniejsza niz 10°°, co oznacza,
ze ma mniej niz 51 cyfr. Liczba 10'% ma 101 cyfr (jedynke i sto zer), wiec widzimy, ze
pierwsza cyfra rozwazanej liczby jest 1. Jej ostatnig cyfre znajdziemy, jesli znajdziemy
ostatnie cyfry wszystkich trzech sktadnikéw. 10'% ma na konicu 0, 5°° ma na koncu 5
(bo jest podzielna przez 5 i nieparzysta), za$ 3°° ma na konicu 9 (ostatnie cyfry kolejnych
poteg trojki tworza ciag okresowy: 3,9,7,1,3,9, ... o powtarzajacej sie sekwencji 3,9,7,1).
W takim razie, na koncu rozwazanej liczby jest cyfra 6.

. Oznaczajac liczbe metréw szesciennych deszczowki, ktéra spadta na gospodarstwo Bartka
przez x wiemy, ze %x sptyneta do rzeczki, %x wsigkta w glebe, %x znalazta sie w basenie,
%O:B pozostala na roslinach, a 1—143: zostala zebrana do beczek. Aby wszystkie te liczby byty
catkowite, x musi by¢ wielokrotnoscia 840. Dodatkowo, wiemy, ze é:r; < 150, co oznacza,
ze v < 1200. Ostatecznie, x = 840.
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Po uproszczeniu nieréwnos¢ przyjmuje posta¢ z < 2a + 8, zatem jej rozwiazaniem beda
liczby naturalne od 1 (lub od 0 - co nie wplywa na wartosé¢ sumy) az do 2a + 7 whacznie.
Obliczajac sumy kolejnych liczb naturalnych widzimy, ze 1 + 2 4 ... + 7 = 28, zatem
2a+7=17, codajea=0.

Niech dla pewnej liczby pierwszej p zachodzi p + 36 = n?. Wtedy p = n? — 6% = (n —
6)(n + 6). Poniewaz liczba p jest pierwsza, to n — 6 = 1, co daje n = 7. Musi by¢ wiec
p = 7? — 62 = 13. Ostatecznie, jedyna taka liczba jest 13.

Policzmy na ile sposobow Bartek moze skomponowac zestaw, w ktérym bedzie 0 cukierkdéw
toffi. Poniewaz do zestawu moze wzia¢ od 0 do 10 iryséw (ilosé cukierkéw krowka jest
wtedy wyznaczona jednoznacznie), to mamy 11 mozliwych zestawéw. Analogicznie, liczba
mozliwych zestawéw zawierajacych 1 toffi jest rowna 10 (bo mozemy wzia¢ od 0 do 9
irysow). Kolejno, dla dwoch toffi mamy 9 mozliwosci, dla trzech mamy 8 mozliwosci i tak
dalej, az dla 10 toffi mamy juz tylko jedna mozliwos¢: 0 iryséw i 0 krowek. Po zsumowaniu
otrzymujemy:
11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1=66.



