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poziom: gimnazjalny

FINAL

. Dla liczby naturalnej n symbolem n! (czyt. ”n silnia”) oznaczamy iloczyn wszystkich liczb

naturalnych od 1 do n wlacznie. Dla jakiej najmniejszej liczby naturalnej n liczba n! dzieli
sie przez 10017

Na stole utozono cztery kulki o promieniu 1 e¢m tak, ze ich srodki tworza wierzchotki
kwadratu i kazda z nich jest styczna do dwoch innych. Na nie utozono pigta taka sama
kulke, stycznie do nich. Ile wynosi wysokos¢ tak utworzonej ”piramidy”?

O pewnych liczbach catkowitych n, k wiemy, ze n(n + 1) = 2k(k + 1). Pokaz, ze liczba
nk(n + 1)(k + 1) jest podzielna przez 3.

. Adam i Jacek wybrali sie jednym rowerem z Pcimia do Kcimia trasg widokows o dtugosci

30 km. Wyruszyli razem o 9 rano: Adam na rowerze, Jacek pieszo. Po 10 minutach Adam
zostawil rower na trasie i poszedl dalej pieszo. Gdy Jacek dotart do roweru, pojechal
na nim 10 minut, nastepnie zostawil go na trasie i pomaszerowat dalej. Tak postepujac
rownoczes$nie dotarli do celu i cho¢ mineto juz potudnie, to podréz zajeta im mniej niz
3,5 godziny. Kazdy z nich maszerowal z taka sama predkoscia, a na rowerze jechat trzy
razy szybciej. Z jaka predkoscia jechali oni rowerem?

Oblicz pole figury (na ptaszczyznie) ztozonej z dwoch kot o promieniach 1 i 2 takich, ze
srednica mniejszego kota jest cieciwa wigkszego.

Litery A i B nalezy zastapi¢ réznymi cyframi (kazda z
liter zawsze ta sama cyfra), tak by powstalo poprawne
dziatanie. Podaj wszystkie mozliwe rozwigzania.
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Znajdz wszystkie pary liczb calkowitych x,y spetniajace réwnanie 22 = 2017 + 144y2.

Z pieciu jednakowych kwadratéw o
boku dtugosci 2 utozono krzyz (przed-
stawiony na rysunku obok). Oblicz ob-
jetos¢ bryty powstatej przez obrot te-
go krzyza wokot prostej zawierajacej
przekatna srodkowego kwadratu.

O liczbach rzeczywistych x,y,z wiemy, ze * + y + z = 2 oraz % + i + % = 0. Oblicz
22+ y? + 22

Liczbe naturalng nazwiemy antypierwsza, jezeli posiada ona wiecej dzielnikéw niz kazda
mniejsza od niej liczba naturalna. Pokaz, ze liczb antypierwszych jest nieskonczenie wiele.
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. Poniewaz 1001 = 7- 11 - 13, to najmniejsza liczba n spelniajaca warunek zadania jest 13.

. Rozwazmy dwie niestyczne ”dolne” kule i ”gérng” o srodkach odpowiednio: Oy, Os, Os.
Srodki te sa wierzchotkami tréjkata o bokach dltugosci 2 em, 2 em oraz 2v/2 ¢m. Wy-
sokos¢ piramidy jest réwna wysokosci trojkata O,0305 opuszczonej z wierzchotka Os,
powiekszonej o dwa promienie kulek. Zatem wynosi v/2 + 2 em.

. Zatoézmy, ze liczby n, k,n+1, k+1 nie sg podzielne przez 3. Oznacza to, ze n = 3p+1, k =
3¢ + 1 dla pewnych liczb catkowitych p, q. Zatem (3p + 1)(3p + 2) = 2(3¢ + 1)(3q + 2),
skad 9p* + 9p + 2 = 18¢* + 18¢q + 4. Oznacza to, ze 3(3p* + 3p) = 3(6¢* + 6¢) + 2, co nie
jest mozliwe, gdyz lewa strona jest podzielna przez 3, a prawa strona nie.

. Niech d oznacza liczbe kilometréow, jaka kazdy z nich przechodzit w czasie 10 minut. W
ciagu pierwszych 10 minut Adam przebyl odleglosé 3d (na rowerze), a Jacek odlegtosé d
(pieszo). W ciagu nastepnych 10 minut Adam przebyt odlegto$¢ d (pieszo) i Jacek tez d
(pieszo). W ciagu kolejnych 10 minut Adam przebyt d i Jacek tez d (i wtasnie dotart do
roweru). W ciggu dalszych 10 minut Adam przebyt odlegto$¢ d (pieszo), a Jacek odlegtosé
3d (na rowerze). Oznacza to, ze po 40 minutach obaj przebyli dystans 6d. Widaé stad,
ze Adam i Jacek spotykali sie co 40 minut, a skoro na koniec przybyli do Kcimia w
tym samym czasie, to podréz trwala catkowita wielokrotno$é 40 minut (pomiedzy 3 i 3,5
godziny), zatem podréz zajeta im 200 min. W tym czasie przebyli dystans 5 - 6d = 30
km, zatem d = 1 km. Zatem maszerowali z predkoscia 1 km na 10 minut, czyli 6 km/h.
Predko$¢ na rowerze wynosita wiec 18 km/h.

. Oznaczmy srodek wiekszego kota przez O, za$ srednice mniejszego kota, ktéra jest zarazem
cieciwg wickszego przez AB. Zauwazmy, ze trojkat ABO jest tréjkatem rownobocznym o
boku dtugosci 2. Zatem pole figury jest réwne sumie: % pola wiekszego kota, pola trojkata
ABO oraz pola potowy mniejszego kota. Po wykonaniu obliczen otrzymujemy wynik:

%’N—F\/g.

. Oznaczajac liczbe BBBB przez x otrzymujemy warunek A + 4x = 100004 + z, czyli
x = 3333A. Wystarczy zatem sprawdzi¢ dla jakiej cyfry A liczba x jest czterocyfrowa i
jest zapisana czterema identycznymi cyframi. Rozpatrujac 9 mozliwosci na cyfre A otrzy-
mujemy trzy rozwiazania: A=1, B=3lub A=2 B=61lub A=3, B=9.

. Przeksztalcajac dane réwnanie mamy (z + 12y)(z — 12y) = 2017. Poniewaz 2017 jest
liczba pierwsza, to otrzymujemy jedynie cztery mozliwosci: = + 12y = 2017, x — 12y =1
lub x + 12y = 1, = — 12y = 2017 lub x + 12y = —2017, z — 12y = —1 i na koniec
r+ 12y = —1, v — 12y = —2017. Rozwigzujac powyzsze uklady rownan dostajemy
cztery pary: x = 1009, y = 84, z = 1009, y = =84, v = —1009, y = —84 oraz
x = —1009, y = 84.

. Plaszczyzna przechodzaca przez drugg przekatna srodkowego kwadratu i prostopadta do
osi obrotu tnie otrzymana bryte na dwie symetryczne czesci. Oznaczmy jedna z nich przez
B. Zauwazmy, ze jesli B "uzupelimy” trzema stozkami o promieniu podstawy v/2 oraz
wysokosci v/2, to otrzymamy dwa stozki o promieniu podstawy 2v/2 oraz wysokosci 2v/2
zlepione podstawami. W takim razie objeto$¢ bryty B wynosi

2-;-71’(2\/5)2'2\/5—3';-7?(\/5)2'\/5:2367T 2.

Stad objetosé¢ calej bryty jest rowna %W\/ﬁ



9. 7 drugiej rownosci — po pomnozeniu obu stron przez xyz — widzimy, ze xy +yz + zx = 0,
zatem 2 +y* 4+ 22 = (x +y + 2)* — 2(zy + yz + 22) = 4.

10. Gdyby liczb antypierwszych byto skonczenie wiele, to istniataby wsérdd nich najwigksza.
Oznaczmy ja przez n. Mamy teraz, ze kazda liczba k > n nie jest antypierwsza, zatem
ma co najwyzej tyle dzielnikéw co n. Jednak liczba 2n > n posiada wiecej dzielnikow.
Sprzecznosé dowodzi tezy.



