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poziom: ponadgimnazjalny

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 11

. Zmalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych z, y, dla ktérych spetnione jest réwnanie

@+ 1)+ 1) = (z+y)?

. Punkt P lezy wewnatrz szedcianu o krawedzi dtugosci 1. Ile wynosi minimalna suma

kwadratéw odleglosci punktu P od wszystkich Scian szeScianu?
Ile liczb naturalnych od 1 do 2017 (wtacznie) jest nieparzystych i nie dzieli si¢ przez 57
Czy liczba 1317 moze by¢ roznica kwadratéow dwoch liczb naturalnych?

Czy do liczby 20162 mozemy dodaé¢ pewng liczbe trzycyfrows, tak by otrzymaé kwadrat
liczby naturalnej?

O ktorej godzinie wskazowki zegara tworza po raz pierwszy w ciagu doby kat 250°7
Przyjmujemy, ze doba zaczyna si¢ o poinocy.

Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego ma diugosé 15, zas promien okregu
wpisanego w ten tréjkat wynosi 3. Ile wynosi obwdd tego trojkata?

. Dowolne trzy wierzcholki trapezu réwnoramiennego (niebedacego réwnolegtobokiem) wy-

znaczajg trojkat réwnoramienny. Ile wynoszg miary katéow tego trapezu?

. Ciag ay,as,...,a90016 jest ciggiem arytmetycznym i zawiera dwie liczby wymierne. Czy

wynika stad, ze wszystkie wyrazy tego ciaggu sg liczbami wymiernymi?

Jas ma 17 karteczek z r6znymi liczbami catkowitymi. Raz ustawit je w kolejnosci i oznaczyt
ai,as,...ay7, a potem pomieszal i oznaczyt od nowa by, bs,...b17. Jag chciatby uzyskaé
w ten sposob nieparzysty iloczyn (a1 — by)(ag — bg) - ...« (a17 — bi7). Czy jest to mozliwe?
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. Po uproszczeniu widzimy, ze x%y* — 2zy + 1 = 0, czyli (zy — 1) = 0. A to oznacza, ze
xy = 1. Jedyne wartosci catkowite, ktére to spetniaja to x =y =1 oraz z =y = —1.

. Zauwazmy, ze jesli punkt P jest oddalony od ktoérej$ ze $cian o x (oczywiscie musi by¢
wtedy z € [0, 1]), to od przeciwlegtej $ciany jest oddalony o 1 —z. Zatem suma kwadratéw
odlegtosci punktu P od tych dwéch $cian jest réwna z? + (1 — z)%. Wyrazenie to w
rozpatrywanym przedziale przyjmuje najmniejsza wartosc, gdy x = %, tzn. gdy punkt P
znajduje sie doktadnie w potowie odlegtosci pomiedzy Scianami. Tak samo jest dla kazdej
pary Scian przeciwlegtych, wiec uzyskamy najmniejszg sume kwadratow, gdy P bedzie

srodkiem sze$cianu. Wtedy suma ta wyniesie 6 - (%) = %

. Wszystkich liczb nieparzystych w podanym zakresie jest 1009. Tych nieparzystych i po-
dzielnych przez 5 jest 202. W zwiazku z tym liczb nieparzystych, ktére nie dziela sie przez
5 jest 1009 — 202 = 807.

. TAK. Mamy bowiem 1317 = 6592 — 6582

. Zauwazmy, ze kolejny kwadrat liczby naturalnej 20172 = (2016+1)? = 20162+2-2016+1 >
20162+ 1000, czyli po dodaniu do 20162 liczby trzycyfrowej nie uzyskamy kwadratu liczby
naturalnej.

. Zauwazmy, ze dojdzie do tego wtedy, gdy wskazoéwka duza oddali si¢ od matej o kat 110°.
Wiadomo, ze jesli duza wskazéwka pokonata w pewnym czasie kat ¢, to mata pokonata
kat 1% Piszemy rownanie

¢

— = =110°
¢ 12 :

ktorego rozwigzaniem jest ¢ = 120°, co oznacza, ze dtuzsza wskazoéwka pokonata kat 120°
1 w tym momencie mamy godzine 00:20.

. Jedli drugg z przyprostokatnych oznaczymy jako x, za$ przeciwprostokatng jako ¥, to
mozemy odczyta¢ zwiazek: © — 3 + 12 = y. Po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa
dochodzimy do réwnania

2?2 +15% = (z +9)%

Jedynym jego rozwiazaniem jest x = 8, a to oznacza, ze y = 17 i obwdd trojkata jest
rowny 40.

. Oznaczmy trapez ABCD, przy czym boki AB oraz C'D sg rownolegte. Jedna z podstaw
musi byé¢ dtuzsza — zaldézmy, ze jest to podstawa AB. Wowczas kat przy wierzchotku
D jest rozwarty, wiec skoro trojkat AC'D jest réwnoramienny, to musi by¢ AD = DC.
Mozemy zatem zapisa¢ réwnosci katow:

LCAB = LACD = LCDB = £DBA = LCAD = «

A to oznacza, ze katy przy podstawie AB maja miare 2«, zas przy podstawie C'D miare
3a. Stad a = 36° 1 katy w trapezie maja miare 72° oraz 108°.
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Tak. Przypusémy, ze dla pewnych k < n wyrazy a; oraz a, sg liczbami wymiernymi.
Oznaczmy przez r réznice tego ciagu. Zauwazmy, ze a, — ax = (n — k)r, co oznacza, ze r
jest liczba wymierna. Wtedy réwniez a; = a,, — (n — 1)r jest liczba wymierna. Oznacza
to automatycznie, ze wszystkie wyrazy tego ciggu sa liczbami wymiernymi.

Nie jest mozliwe, niezaleznie od tego, jakie liczby sa na karteczkach Jasia. Aby iloczyn
byt nieparzysty, to liczba b; musi by¢ innej parzystosci niz liczba a;. To oznaczaloby, ze
na karteczkach Jasia jest tyle samo liczb parzystych wérdd aq, ..., a;7, co nieparzystych
wsrod by, ..., b7, To jest niemozliwe, gdyz jest nieparzysta liczba karteczek.

Uwaga. Za rozwiazanie, ktore przyjmuje konkretne liczby wpisane na karteczkach nalezy
przyzna¢ maksymalnie 5 punktow.



