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. Tle jest par (z,y) liczb catkowitych dodatnich mniejszych od 2017 takich, ze z% + y? jest

podzielne przez 49?7

Mamy pie¢ miseczek ponumerowanych od 1 do 5. Wrzucamy piteczke do losowo wybra-
nej miseczki, a nastepnie wyjmujemy i wrzucamy ponownie do miseczki wybranej przy-
padkowo, ale o numerze wiekszym. Jaka jest szansa, ze pileczka ”odwiedzi” miseczke o
numerze 37

Dana jest podstawa a trojkata oraz suma d > a pozostatych bokéw. Jakie jest najwieksze
pole takiego trojkata?

Zmajdz zbior punktéw powierzchni szeScianu rownoodlegtych od konicow przekatne;j.

. W przestrzeni mamy dwie proste skosne i punkt nie nalezacy do zadnej z nich. Czy istnieje

prosta przechodzaca przez ten punkt i przecinajaca obie proste?

Na okregu rozmieszczono 2017 liczb catkowitych. Znajdz wszystkie takie uktady liczb, ze
kazda z nich jest rowna sumie sgsiednich.

Udowodnij, ze dla dodatnich liczb a, b zachodzi zawsze nieréwnos¢
2v/a +b > 3V ab.

a-+b ) b+c
i
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Rozstrzygnij, czy liczby moga by¢ réwne dla parami réznych

liczb catkowitych a, b, c.

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Ze zbioru liczb {1,2,...,2n+ 3} wybieramy tréjele-
mentowy podzbidr. Na ile sposobéw mozemy to zrobi¢, aby suma kwadratow wybranych
liczb byta podzielna przez 47

O wielomianie trzeciego stopnia f wiadomo, ze

Oblicz na tej podstawie |f(0)].
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. Badajac reszty z dzielenia przez 7 kwadratu liczby stwierdzamy, ze suma kwadratéw jest
podzielna przez 7, gdy taki jest kazdy sktadnik. Zatem pytanie w tresci zadania dotyczy
ilogci par liczb podzielnych przez 7. Jest ich 2882

. Jezeli najpierw byl numer 1 miseczki (szansa %), to szansa na 3 jest i, jezeli numer 2, to
szansa na 3 jest % Moze tez by¢ numer 3 w pierwszym wrzuceniu. Zatem szukana szansa
Wynosi%é—i-%'%—l—%:%.

. I sposéb: Oznaczmy przez h wysokos¢ opuszczong na a, pozostate boki przez b i d — b,
za$ rzut b na a przez x. Mamy wtedy h? + 2% = b*, h* + (a — z)? = (d — b)%. Odejmujac
stronami te rownosci otrzymujemy z = 5-(2db + a* — d?), stad h* daje si¢ przedstawic
jako funkcja kwadratowa zmiennej b:

1
h? =b* — —(2db+ a* — d*)* = (1

d2 ) d(a2 _ d2) (CL2 _ d2)2
o A

a? a? 4a2

W takim razie najwigksza wartos¢ h? (a zatem takze h i pola rozwazanego tréjkata)
otrzymujemy dla b = g.
IT sposdb. Wierzchotek tréjkata nie bedacy koncem a, lezy na elipsie o odlegtosci ognisk
a i wigkszej osi réwnej d, zatem najwiekszg wysokos¢ otrzymamy, gdy wierzchotek ten

znajduje sie na mniejszej osi, czyli w przypadku trojkata rownoramiennego.

. Jest to przeciecie powierzchni szedcianu ptaszczyzna symetralna przekatnej, czyli szescio-
kat foremny.

. Taka prosta moze istnie¢, ale nie musi. Jako kontrprzyktad rozwazmy szescian o dolnej
podstawie ABC'D i gornej EFGH (oznaczonych tak, ze AFE jest krawedzia). Wybierajac
jako proste: prosta AB oraz skosng wzgledem niej prosta EH, a za punkt — punkt C| to
widzimy, ze kazda prosta przechodzaca przez punkt C' i przecinajaca prosta AB lezy w
ptaszczyznie dolnej podstawy szescianu, czyli nie moze przecinaé prostej £ H.

. Zalbézmy, ze w uktadzie sasiadujg P (liczba parzysta) i N (liczba nieparzysta. Wtedy ich
sasiedzi sg N. Zatem otrzymamy sekwencje PNN i latwo zauwazy¢, ze ta sekwencja bedzie
sie powtarza¢ "bez konca”. Wynika z tego, ze ilos¢ liczb musi by¢ podzielna przez 3, co
nie jest spetnione. Oczywiscie nie moga by¢ tylko liczby N, zatem sa tylko P. Jezeli nie
wszystkie liczby sg zerowe, to dzielac je przez 2 otrzymamy uktad spetniajacy regute, ze
kazda liczba jest sumg sasiednich. Wykonujac dzielenie przez 2, ewentualnie wielokrot-
nie, otrzymamy liczbe nieparzysta, co prowadzi do sprzecznosci. Jedynym uktadem liczb
speliajacym warunki zadania jest uktad samych zer.

. Z nier6wno$ci pomiedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng % > J\/ar/ab. Moz-
na réwniez przyja¢ a = 2%, b = y3 i po przeksztalceniach zaobserwowaé, ze L — P =
y(r —y)*.

. Ré6wnos¢ tych liczb jest réwnowazna réwnosci (c—a)(ab+bc+ca) = 0, czyli ab+be+ca = 0,
zatem a(b+ c¢) = —bc, co jest spetnione np. dlaa =3, b =6, ¢ = —2.

. Kwadrat liczby parzystej jest podzielny przez 4, a nieparzystej daje reszte 1 przy dzieleniu
przez 4. Zatem wszystkie liczby musza by¢ parzyste. [losé¢ sposobéw wynosi (”:’;1) =
(n—l)g(n-ﬁ-l)



10. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej t rownanie f(z) = t moze mie¢ co najwyzej
trzy rozwiazania. W takim razie, wérdd liczb f(1), f(2), f(3), f(5), f(6), f(7) doktadnie
trzy sg rowne 3, a pozostate trzy sa réwne —3. Oznacza to, ze wykres funkcji f ma trzy
punkty wspoélne z prosta y = —3 oraz trzy punkty wspoélne z prosta y = 3. Rozwazajac
jak moze wyglada¢ wykres wielomianu trzeciego stopnia, aby zachodzito powyzsze, tatwo
zauwazy¢, ze wowcezas albo f(2) = f(3) = (7) = 31 f(1) = f(5) = f(6) = —3 albo
odwrotnie. Zatem albo f(z) —3 = a(z — 2)(z — 3)(x — 7) (i wtedy f(1) = —3, co daje
a=3)albo f(z)+3 =alz—2)(x —3)(x—7) (i wtedy f(1) = 3, co daje a = —3). W
obu przypadkach otrzymujemy |f(0)| = 18.



