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POLFINAL

. Liczba a jest nieparzysta, za$ liczby b, ¢ sa parzyste. Wyznacz wszystkie tréjki (a, b, ¢)

takie, ze
atb—c a+tc

a+c—b a+b

Dwa szesciokaty foremne o bokach 11 2 majg wspolny wierzchotek
A, przy czym mniejszy lezy wewnatrz wiekszego jak na rysunku.
Mniejszy toczy sie bez poslizgu wewnatrz drugiego szesciokata po
jego obwodzie. Oblicz dtugo$¢ drogi, jaka przebedzie wierzchotek
A mniejszego szesciokata zanim pokryje si¢ z innym wierzchotkiem
wiekszego szesciokata.

Zmajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie, ktore sg 12 razy wieksze od sumy swoich cyfr.

Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Punkty Ay, By, C} sa punktami
przeciecia z okregiem opisanym na ABC odpowiednio prostych AI, BI,CI, r6znymi od
A, B, C, natomiast punkty Ay, By, C5 sa punktami stycznosci okregu wpisanego z bokami
BC, CAi AB. Udowodnij, ze trojkaty A1 B,C1 i A3 ByCy sa podobne.

. Udowodnij, ze jezeli trojkat mozna podzieli¢ na dwa tréjkaty podobne, to jest on réwno-

ramienny lub prostokatny:.

Podroznik przebyt 1000 km wzdtuz réwnika na zachod, nastepnie skrecit na péinoc, po
pewnym czasie skrecit na wschod i przebyt 500 km, po czym skrecit na potudnie i dotart
do miejsca startu. Jak dtuga byla jego podroz? Przyjmujemy, ze wielkie koto Ziemi ma
dhugos¢ 40000 km.

Pieciokat ma wszystkie boki o dtugoéci 1 i przynajmniej dwa sasiednie katy o mierze 108°.
Ile jest takich pieciokatéw?

. W tréjkacie o wierzchotku (0,3) dwie wysokosci zawieraja sie w prostych o réwnaniach

= x oraz x + 3y = 3. Znajdz rownania prostych zawierajacych boki tego trojkata.

. W turnieju tenisa kazdych dwoch zawodnikéw rozgrywa ze soba co najwyzej jeden mecz.

Czy w kazdym momencie rozgrywek znajdzie sie dwoch zawodnikéw takich, ktorzy roze-
grali takg samg liczbe meczow?

Pierwszy gracz trzyma kartke z napisami (O,0,R), drugi (R,0,0). Rzucamy moneta 100
razy, przy czym gracz wygrywa w sytuacji, gdy trzy kolejne wyniki rzutéw beda zgodne z
napisem na jego kartce. Jesli podczas 100 poczatkowych rzutéw nie mozna rozstrzygnac,
kto jest zwyciezca, to wygrywa gracz drugi. Ktory z graczy ma wieksza szansg na wygrang?
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. Wymnazajac proporcje przez (a+c—b)(a+b) po redukcji otrzymamy 3ab+b*—c*—3ac = 0,
co daje (b —¢)(3a + b+ ¢) = 0. Liczba 3a + b + ¢ jest nieparzysta, a wiec nie moze by¢
zerem, zatem b = c¢. Szukanymi tréjkami sa (2n+1, 2k, 2k), gdzie liczby n, k sa catkowite.
Latwo sprawdzamy, ze dla kazdej takiej trojki obie strony proporcji wynosza 1.

. Szukana dtugos$é drogi to suma dtugosci % okregu o promieniu 1, é okregu o promieniu 2
oraz é okregu o promieniu 1, czyli %71

. Niech z = ag+a,10+a210% +. .. a, 10" bedzie szukang liczbg. Warunki zadania prowadza
do réwnosci (10" — 12)a, + -+ + (10> — 12)ay = 1lag + 2a,. Poniewaz prawa strona
rownosci nie przekracza 99 4+ 18 = 117, to zadna z cyfr as, a4, itd nie moze by¢ rézna
od 0. Mamy wiec ag = a4 = --- = a,, = 0, zatem 88ay; = 1lag + 2a;. Wida¢, ze cyfra
a; musi by¢ podzielna przez 11, co oznacza, ze a; = 0. Co z kolei oznacza, ze ag = 8 i
as = 1 (przypadek ag = as = 0 pomijamy, gdyz interesuja nas jedynie liczby caltkowite
dodatnie). Zatem jedynym rozwiazaniem jest liczba 108.

. Poniewaz I jest srodkiem okregu wpisanego, to AI, BI,CI sa dwusiecznymi, a punkty
Ay, By, C} sa $rodkami odpowiednich tukéw. Kat A;B;C) jest oparty na sumie tukow
Ci1B i BA;, a wige réwny 3(£BAC + £LACB). Analogicznie pozostale katy.

Katy w trojkacie Ay ByCy obliczamy zauwazajac, ze kat Cy By Ao jest potowa kata Col A,
(pierwszy jest katem wpisanym, a drugi $rodkowym opartym na tym samym tuku). Z
kolei £C3IAy = 180 — LCBA = ABAC + LACB, co ostatecznie pokazuje, ze katy w
trojkatach A1 B1Cy i A3 BoCs sy takie same.

. Zalézmy, ze trojkat ABC' zostal podzielony prosta CD, D € AB oraz trojkaty ACD i
BCD sa podobne. Gdyby katy £ BDC' oraz £ ADC' byty rézne, to obydwa musiatyby
wystapi¢ w kazdym z trojkatéw AC'D oraz BCD. Jednak katy te sumuja sie do 180°, nie
moga wiec wystapi¢ jednocze$nie w tréjkacie. Stad LADC = £LBDC = 90°. Jezeli katy
LACD oraz £LDCB sa réwne, to trojkat ABC' jest réwnoramienny. W przeciwnym razie
kazdy z katow L AC'D oraz £ DC B musi wystepowaé w obydwu trojkatach AC'D i BCD,
co oznacza, ze katy te musza sie sumowaé do 90° a nasz trojkat ABC ma przy kacie C
kat prosty.

. Réwnoleznik, do ktorego dotart podréznik, jest dwa razy krotszy od réwnika, czyli jest na
szerokosci geograficznej 60°. Zatem podréz po potudniku to % wielkiego kota Ziemi czyli

& - 40000 km. Podréznik przebyt wige 1000 + 490%0 + 500 + 40590 = 148331 km.

. Jezeli katy o mierze 108° sg kolejne, to takie pieciokaty sa dwa: jeden wypuktly (foremny),
drugi wklesty. Rzeczywiscie, jesli katy 108° mamy przy wierzchotkach A i B, to potozenie
C i E jest wzgledem AB jednoznacznie wyznaczone, a wierzchotek D musi leze¢ na
symetralnej CE (czyli tez symetralnej AB) w odleglosci 1 od C'i E.

. Zauwazmy, ze punkt (0, 3) nie lezy na zadnej z podanych prostych, co oznacza, ze poda-
ne proste zawieraja dwa pozostate wierzchotki trojkata. Z kolei proste zawierajace boki
trojkata, do ktorych nalezy wierzcholtek (0,3) sa prostopadie do podanych wysokosci.
Znajdujemy réwnania tych prostych jako y — 3 = —x oraz y — 3 = 3x. Wierzchotki
trojkata leza na przecieciu prostych zawierajacych boki oraz zawierajacych wysokosci.
Znajdujemy je rozwiazujac odpowiednie uktady réwnan: (3,0), (0,3), (—%, —%) Teraz
rownania bokéw tatwo otrzymac¢ isgto: 3xr —y+3=0,2+y—3=0,2z—3y —3=0.

. Tak. Niech A oznacza zawodnika, ktéry w danym momencie rozegral najwiecej meczow a
liczba tych meczéw niech oznaczona bedzie jako n. Liczba meczéw, ktére rozegrat dowolny
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z n zawodnikow grajacych z A, miesci sie miedzy 1 i n, zatem albo dla dwoch z nich te
liczby sa rowne albo wszystkie sg rozne, ale wtedy jedng z tych liczb jest n.

Pierwszy gracz wygrywa, jezeli na poczatku wypadng dwa orty i podczas kolejnych rzu-
téw pojawi sie choé jedna reszka. Przy kazdej innej sekwencji na poczatku (czyli jesli
w pierwszych dwéch rzutach wypadnie para (R,0), (R,R) lub (O,R)) na pewno wygra
gracz drugi. Zauwazmy bowiem, ze jezeli wypadta reszka, to pierwszy gracz potrzebuje
kolejnych dwoch ortow aby wygraé. A to oznacza, ze najpierw musi pojawic sie sekwencja
(R,0,0). Szansa wygrania przez drugiego gracza jest wiec rowna co najmniej %, a szansa
na wygrana pierwszego gracza nie przekracza i



