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. Wiemy, Ze jedno z ramion wagi szalkowej jest dwa razy dluzsze (zatem cigzar umieszczony

na szalce przy dtuzszym ramieniu rownowazy podwojny ciezar umieszczony na szalce przy
krétszym). Czy mozna na niej odwazy¢ ciezar 2018 kg, jezeli mamy do dyspozycji po dwa
odwazniki o ciezarach bedacych potegami tréjki (tzn. 1,3,9,27, ... kg)?

Przez jeden z wierzchotkéw prostokata o bokach dtugosci 9 ecm i 12 ecm poprowadzono
dwie proste dzielace ten prostokat na trzy figury o rownych polach. W jakim stosunku
proste te dziela boki prostokata?

Uzasadnij, ze liczba 9* + 92 + 93 + 9% 4+ 95 + 96 + 97 4 98 + 99 4 910 jest podzielna przez 90.

Niech n bedzie najmniejszg liczbg naturalng, dla ktorej 3n ma 2018 cyfr. Jaka jest cyfra
jednosci liczby n?

Dany jest trojkat ABC, w ktérym boki AB i AC' sa réwnej diugosci. Trojkat ABC
przecieto prosta przechodzaca przez wierzchotek A tak, ze powstaly dwa trojkaty rowno-
ramienne. Jakie katy ma trojkat ABC?

Pomiedzy wioskami Zabtotna Dolna i Zabtotna Goérna kursuje autobus, a poniewaz droga
prowadzi przez wzgoérza i kierowca stara si¢ utrzymywaé predkosé 30 km/h, jadac pod
gérke, oraz 60 km /h, jadac z gorki, to jazda z Zabtotnej Dolnej do Zablotnej Gérnej trwa
39 minut a z powrotem — tylko 15 minut. Jaka jest dtugosé¢ drogi pomiedzy tymi wioskami,
jesli na catej drodze nie ma ani jednego kawatka trasy, ktory by nie byt z gérki albo pod
gorke?

Na rysunku przedstawiono widok z gory pewnej bryly (Sciany tej =
bryty sa zacieniowane, oczywiscie niewidoczna w tym rzucie ”pod- A D
loga” réwniez jest Scianag tej bryty). Widaé tu kwadraty ABCD,
EFGH oraz IJKL, ktorych dtugosci bokow wynosza, odpowied- B c
nio 1, 2 oraz 3. Kwadraty ABC'D oraz [JK L lezg na jednej ptasz- F &
czyznie, za$ kwadrat EFGH lezy na plaszczyznie rownolegtej do J

niej. Odlegltos¢ miedzy tymi ptaszczyznami wynosi 1. Oblicz pole
powierzchni catkowitej tej bryty.

Trzech robotnikow wykonato pewng prace w ciggu 4 dni. Pierwszy z nich mogtby wykonac
cala prace sam w ciaggu 10 dni. Drugi z nich na samodzielne wykonanie tej pracy zuzytby
12 dni. W ciagu ilu dni wykonaltby te prace, samodzielnie, trzeci robotnik?

Ktora z liczb jest wicksza: 3000 — 5100 ¢zy 3300 4 52009

Mamy dwa naczynia: w naczyniu A znajduja sie 4 kg 10-procentowego roztworu cukru w
wodzie (stezenia liczymy wagowo), zas w naczyniu B — 3 kg wody. Z naczynia A przelano
do naczynia B 1 kg roztworu. Po doktadnym wymieszaniu z tak otrzymanego roztworu
odlano 1 kg do naczynia A. Jakie sg stezenia otrzymanych w obu naczyniach roztworéw?
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1. Mozemy. Na szalce przy dtuzszym ramieniu ktadziemy odwazniki: 729, 243, 27, 9 oraz
1 kg. W sumie wazg one 1009 kg, zatem zréwnowaza ciezar na szalce przy krotszym
ramieniu, rowny 2018 kg.

2. Oznaczmy wierzchotek, przez ktoéry poprowadzono proste, przez A, a caly prostokat przez
ABCD, przy czym mozemy przyjac, ze AB = 12 cm, za§ AD = 9 cm. Nie moze by¢ tak,
ze zawarte w prostokacie odcinki dzielgcych prostych, leza po tej samej stronie przekatne;j
AC, gdyz wtedy jedna z figur miataby pole wigksze od potowy pola prostokata. Zatem
jeden z tych odcinkéw przecina bok DC' — nazwijmy go AM, za$ drugi przecina bok
BC — nazwijmy go AN. Trojkat prostokatny ABN ma pole rowne jednej trzeciej pola
prostokata, czyli % -12- BN = % -12-9, co daje BN = 6 cm. W takim razie punkt N
dzieli bok BC' w stosunku BN : NC = 2 : 1. Rozumujac analogicznie, otrzymujemy, ze
punkt M dzieli odcinek C'D w stosunku CM : MD =1 : 2.

3. Poniewaz
9'4+9°+9°+91+9° 4904+ 97+ 9%+ 99490 = 9(1+9'+ 9%+ 9° + 91 +9° 4+ 9° +- 97 + 9° + 9%),

to wystarczy pokazaé, ze liczba 149 +92+93 494 + 95 4+ 96 197 + 98 199 dzieli sie przez
10, tzn. ze jej cyfra jednosci jest zero. Ale to wynika z faktu, ze kolejne potegi dziewiatki
maja za cyfre jednosci na zmiane 91 1.

4. Jesli liczbe k£ = 333...333 ztozong z 2017 trojek pomnozymy przez 3, to otrzymamy
liczbe 3k = 999...999, ztozong z 2017 dziewiatek. W takim razie szukane n wynosi k+ 1,
bo wowczas 3n = 3k +3 = 1000...0002 i zer w tym zapisie jest 2016. A skoron = k+1,
to ma cyfre jednosci réwna 4.

5. Oznaczmy katy trojkata ABC symbolami «, 3, 3. Niech M bedzie punktem na boku C'B,
ktory wyznaczony jest przez linie podziatu trojkata ABC'. Zauwazmy, ze przynajmniej
jeden z katéow LZAMB lub ZAMC musi mie¢ miare co najmniej 90°. Mozemy zalozy¢,

ze jest to kat ZAM B. Tym samym w trojkacie AM B réwne muszg by¢ katy przy wierz-
chotkach B oraz A.

Katy w trojkacie AM B wynosza wiec (3, 3,180° — 23, zatem w tréjkacie drugim mamy
katy 203,20, 0 lub 23, 3,3, co daje § = 36° lub 3 = 45°. Ostatecznie sa dwie mozliwe
odpowiedzi: 36°,36°, 108° lub 45°,45°,90°.

6. Jesli dtugos$é drogi pomiedzy wioskami oznaczymy przez x km, to autobus, jadac tam i z
powrotem, przejedzie doktadnie x km pod gorke i x kilometréw z gérki. I zajmie mu to
39 + 15 = 54 minuty, czyli 9/10 godziny. W takim razie

T T 9

30 160 10
co daje z = 18 km.

Uwaga: tak wygladalo rozwigzanie podane w kluczu — dos¢ sprytne, nieprawdaz? Tyle,
ze zadanie ma pewien, hmmm, feler... jesli doktadnie policzymy ile kilometréw autobus
jechat pod gorke jadac z Zabtotnej Dolnej do Zabtotnej Gérnej to okaze sie, ze droga
pod goérke wynosita 21 km za$ z gorki —3 km. Zaiste — niezwykta to sytuacja! Problem
polega na tym, ze jadac z dwukrotnie wiekszg predkoscia mozemy skroci¢ czas podrozy
co najwyzej o potowe — ale nie z 39 minut do 15 minut!



7.

10.

Pole powierzchni tego wieloscianu to suma poél: czterech trapezéw o podstawach 1 1 3

oraz wysokosci 1, czterech trapezéw o podstawach 1 i 2 oraz wysokosci % oraz czterech

trapezéw o podstawach 2 i 3 oraz wysokosci § Czyli razem 8 + 81/5.

Zalozmy, ze trzeci pracownik potrzebuje na wykonanie pracy x dni. Oznaczmy ilo$¢ pracy

potrzebna do wykonania przez P. Pracownik pierwszy w ciggu dnia wykonuje % calej

pracy, pracownik drugi — I—PQ catej pracy zas pracownik trzeci — % Pracujac razem, w ciggu
jednego dnia wykonaja

P P P

0Ty
calej pracy, za$ w ciagu 4 dni wykonana zostanie cata praca. Daje to réwnos¢

P P P
s (Ze D) =p
(10+12+x> ’

a w konsekwencji
1 1 1 1

0T tr T
ix=15.

. Wieksza jest 3990 — 5490 Ze wzoru skréconego mnozenia otrzymujemy bowiem

3600 _ 5400 _ (3300 - 5200) (3300 + 5200)

oraz mozemy latwo uzasadni¢, ze czynnik (3300 — 5290)

jest on dodatni, gdyz

jest wiekszy niz 1. Rzeczywiscie,

3300 — (33)100 _ 97100 -, 95100 _ 5200
i nie moze by¢ rowny 1, jako réznica dwoch liczb nieparzystych.

W naczyniu A bylto poczatkowo 0,4 kg cukru. Do naczynia B dostato si¢ 0,1 kg cukru,
wiec stezenie roztworu wyniosto 2, 5% (i takie bedzie na koniec). Drugie przelanie zawiera
1/4 poprzedniej ilosci cukru z naczynia B, czyli 0,025 kg, zatem ostatecznie w naczyniu
A bedzie 0,3 + 0,025 kg cukru na 4 kg roztworu, co daje stezenie 8, 125%.



