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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ III

. W Pomorskich Meczach Matematycznych liczba uczestnikéw powiekszyta sie, w poréwnaniu z

rokiem ubiegtym, o 20%. W ubiegltym roku chlopcy stanowili az 60% wszystkich uczestnikéw,
za$ w tym roku jedynie 55%. Czy liczba chtopcéw w poréwnaniu z ubiegtym rokiem wzrosta,
czy zmalata? O ile?

Dla kazdej liczby naturalnej n obliczamy sume wszystkich jej dzielnikéw réznych od niej samej.
Na przyktad, dla n = 12 suma ta wynosi: 1 +2 + 3 +4 + 6 = 16. Ktore z liczb: 1,3,5,7,9
mozemy otrzymaé jako tak wyliczong sume?

Adam zbieral kamyki. Pewnego dnia znalazl jeden kamyk. Potem codziennie znajdowat trzy-
krotnie wigcej kamykéw niz dnia poprzedniego. Trwalo to krocej niz tydzien. Poczawszy od
kolejnego dnia Adam codziennie zabierat 11 kamykdéw, aby rozdaé¢ je kolegom. Ostatnie 11
kamykow rozdat we wtorek. Ktérego dnia tygodnia Adam znalazt pierwszy kamyk?

Pewien pociag jechat ze stala predkoscia, ale baaaardzo powoli. Monika postanowita, ze po-
biegnie wzdtuz pociggu — tam i z powrotem, zaczynajac od poczatku pociggu. Monika biegla
caly czas ze stala predkoscia, przy czym biegnac w jedna strone potrzebowala na przebiegniecie
wzdtuz catego pociagu trzy razy mniej czasu niz podczas biegu w drugg strone. Ile razy szybciej
od pociagu biegta Monika?

Do kieliszka w ksztatcie stozka o kacie rozwarcia 60°, czesciowo
napetnionego woda, wrzucono kulke o promieniu 2 cm. Gdy kulka
osiadta na dnie okazalo sig, ze jest styczna do gérnej powierzchni
wody. Ile cm?® wody byto w kieliszku przed wrzuceniem kulki?

. Wykaz, ze liczba 2202t — 22017 dzieli sie przez 240.

Komputer, przestawiajac litery T, S, A, I, L na wszystkie mozliwe sposoby, otrzymat 120 napisow
piecioliterowych. Nastepnie wypisat je w porzadku alfabetycznym (zaczynajac oczywiscie od
ATLST), tworzac ponumerowang liste. Na ktorej pozycji pojawi sie LISTA na tej liscie?

Na prostej [ zaznaczono punkty A i C, lezace w odlegtosci 2 od siebie, oraz punkt B bedacy
srodkiem odcinka AC. Po jednej stronie prostej narysowano dwa potokregi: o érednicy AB oraz
o $rednicy AC'. Z punktu B poprowadzono tuk o srodku C' do punktu D nalezacego do drugiego
potokregu. Ile jest réwne pole figury ABD ograniczonej przez wymienione tuki?

Liczba jabtek, liczba gruszek oraz liczba brzoskwin to liczby dwucyfrowe. Jablek jest dwa razy
tyle co brzoskwin. Gruszek jest dwa razy mniej niz brzoskwin i réwnoczesnie tyle ile wynosi
suma cyfr w liczbie jabtek. Ile jest jabtek, brzoskwin i gruszek?

Rysunek obok przedstawia figure ztozona z dwoch czesciowo
naktadajacych si¢ na siebie identycznych prostokatéw. Po-
le czesci wspolnej tych prostokatow jest rowne X i stanowi
doktadnie jedng siddma pola catej figury. Jaka czedcia pola
jednego prostokata jest X7




PMM - rok szkolny 2017/2018 — poziom: gimnazjum
RUNDA ELIMINACYJNA — MECZ III — SZKICE ROZWIAZAN

. Oznaczajac przez n liczbe uczestnikéw meczéw w ubieglym roku, wiemy, ze byto wsréd nich
0, 6n chtopcow. W tym roku wszystkich uczestnikéw jest 1,2n, a wsrdd nich jest 0,55 -1,2n =
0, 66n chtopcow. W takim razie liczba chtopcow zwigkszyta si¢ o 0, 06n, co stanowi %OGT -100% =
10% poprzedniej liczby chtopcow. 7

Uwaga: aby uzna¢ zadanie za zrobione musi pojawi¢ si¢ odpowiedz ilosciowa — albo przynaj-
mniej sugestia jak ja wyliczy¢. Nie wystarczy powiedzie¢, ze liczba chtopcow wzrosta.

. Zauwazmy, ze dla n = 2 suma wszystkich dzielnikow réznych od n wynosi 1, dla n = 4 — wynosi
3, dlan =8 — wynosi 7, zas dla n = 15 — wynosi 9. Pokazemy, ze nigdy nie otrzymamy sumy 5.
Rzeczywiscie, jesli przez 1, a,b, ¢, ... oznaczymy dzielniki danej liczby n wypisane rosnaco (tzn.
l<a<b<..),towarunek 1 +a+ b+ ... =5 oznacza, ze a + b+ ... = 4. Jednak liczba 4 nie
moze by¢ zapisana jako suma dwéch lub wigkszej liczby réznych liczb naturalnych wigkszych
od 1. Musi wiec by¢ tak, ze jedynymi dzielnikami n sg 11 4. Jesli jednak n dzieli si¢ przez 4, to
dzieli sie takze przez 2. Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi, ze dla zadnej liczby n suma dzielnikow
roznych od niej samej nie bedzie réwna 5.

. Jezeli Adam zbieral kamyki przez k < 7 dni, to kolejno miat: 1, 4, 13, 40, 121, 364 kamykow.
Jedynie 121 jest tu liczba podzielna przez 11 musi wigc by¢ k = 5. Adam rozdawal kamienie
przez 11 dni, zatem od zebrania pierwszego kamyka do rozdania wszystkich mineto 11 +5 = 16
dni zatem pierwszy kamyk Adam znalazt w poniedziatek.

. Oznaczmy przez t czas, jaki potrzebowata Monika, aby przebiec od czota pociggu do jego konca.
Niech y oznacza dtugos¢ pociagu zas x odlegto$c jaka pociag przejezdzal w czasie t. Biegnac
od poczatku pociggu do konca w czasie t Monika miata do pokonania droge krétsza o dystans
pokonany przez koniec pociggu w czasie t, czyli przebiegta odlegtoéé y — x. Z kolei biegnac od
konca do poczatku pociagu miata do pokonania droge dtuzsza o dystans pokonany przez czoto
pociagu w czasie 3t czyli przebiegta odlegtosé y+3x. Ale droga pokonana przez Monike w jedna
strone byta trzykrotnie krétsza niz w druga: 3(y — z) = y + 3z co oznacza, ze y = 3x. Predkosé
pociagu to x/t, zas predko$¢ Moniki to (y — x)/t = 2z/t. Oznacza to, ze Monika biegta dwa
razy szybciej niz pociag.

. W przekroju osiowym, woda oraz kulka to trojkat réwnoboczny i wpisane w niego koto o
promieniu 2 cm. W takim razie, wysoko$¢ trojkata ma diugo$é 6 cm, a dtugosé jego boku
wynosi 4v/3 cm. Zatem objetosé wody jest réwna objetosci stozka o promieniu podstawy 2v/3
cm i wysokosci 6 cm, pomniejszona o objeto$é¢ kuli o promieniu 2 cm:

1 4 40
37 (2v/3)%-6 — 37 23 = 37 (cm?).

. Zauwazmy, ze
22021 o 22017 — 22017(24 o 1) — 22017 .15 = 22013 . 24 .15 = 22013 . 240
co nalezalo wykazac.

. Na liscie wydrukowanej przez komputer najpierw pojawia sie napisy rozpoczynajace sie na
litere A (i bedzie ich 120 : 5 = 24), nastepnie napisy na litere I (ich tez bedzie 24), a nastepnie
napisy zaczynajace sie od L. Wsrdéd napiséw na L najpierw pojawig sie te, w ktorych druga
litera jest A (bedzie ich 24 : 4 = 6), a nastepnie beda wypisane te, w ktérych druga litera jest I:
LIAST, LIATS, LISAT i wreszcie LISTA. Podsumowujac, LISTA pojawi si¢ na miejscu o numerze:
24+24+6+4 = 58.
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Latwo widaé¢, ze trojkat BC'D jest rownoboczny o boku 1. Rozwazana figura jest potkolem
ADC' pomniejszonym o: pétkole AB, wycinek CBD kota o srodku C' (o kacie $rodkowym

60°) oraz odcinek C'D kota o srodku w B (o kacie srodkowym 60°). Zatem szukane pole to
Jezeli oznaczymy cyfre dziesiatek i cyfre jednosci liczby jabtek odpowiednio przez a i b, to
jabtek jest 10a + b, zas gruszek jest a + b. Co wiecej, z tredci zadania wynika, ze jabtek jest
czterokrotnie wiecej niz gruszek, tzn. 10a + b = 4(a + b). Stad b = 2a, co daje jedynie cztery
mozliwosci na liczbe jablek: 12, 24, 36 i 48. Tylko dla ostatniej z nich liczba gruszek jest
dwucyfrowa. Ostatecznie, jabtek jest 48, brzoskwin jest 24 a gruszek 12.

Oznaczmy przez P pole jednego prostokata. Zauwazmy, ze pole figury to 2P — X, a z danych
zadania wynika, ze 2P — X = 7X. W takim razie P = 4X, czyli X stanowi jedna czwarta pola
prostokata.



