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POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA III — rok szkolny 2017/2018

poziom: gimnazjalny
POLFINAL

Rozwigz w liczbach naturalnych réwnanie 22 = y? + 255.

Przekatne trapezu rownoramiennego dzielg katy przy dtuzszej podstawie na potowy i przecinaja
sie pod katem 120°. Ramie ma dtugoéé 64/7 cm. Oblicz dlugosé odcinka taczacego $rodki ramion
tego trapezu.

. W kazdym pojedynczym kroku mozemy wykonaé¢ na liczbie jedna z operacji:

e dopisacé jej na koncu cyfre 0,
e podzieli¢ ja przez 2 - o ile jest parzysta,
e pomnozy¢ ja przez 2,
e podzieli¢ jg przez 5 - o ile ma na koncu 0 lub 5.
Czy w ten sposéb po skoniczonej liczbie krokow mozemy z liczby 201 dojs¢é do 20187

Pan Florian jest strazakiem, ale zastanawia si¢ nad zmiana zawodu. Mysli sobie tak: ,gdybym
zrezygnowat z bycia strazakiem 5 lat temu, to bytbym woéwczas strazakiem przez i swego zycia.
Jesli jednak zmienie prace za 9 lat, to wowczas bede strazakiem przez potowe swego zycia...”. Ile
lat ma pan Florian?

Mamy dwa naczynia zawierajace po 10 kg roztworu soli kazde — oprocz tych naczyn nie mamy
wiecej ani wody, ani soli. W pierwszym naczyniu znajduje sie roztwér o stezeniu 10%, zas w
drugim o stezeniu 30% (wagowo). Jak uzyska¢ maksymalna ilo$¢ roztworu o stezeniu 15%?

Na okregu wybieramy trzy rézne punkty A, B i C tak, ze srodek okregu O nalezy do dwusiecznej
kata ZBCA oraz |£BCA| = 30°. Nastepnie prowadzimy prosta prostopadta do dwusiecznej kata
ZBCA, przecinajaca si¢ z odcinkami AO i BO w punktach odpowiednio D i E. Wiedzac, ze
|AD| = 6 oraz odcinek AFE jest zawarty w dwusiecznej kata ZBAQO, obliczyé¢ |DE].

Na szachownicy wymiaru 2018 x 2018 ustawiamy skoczka szachowego w lewym dolnym rogu. Czy
mozna, wykonujac ruchy jak w szachach, umiesci¢ skoczka w prawym gérnym rogu, jezeli wolno
poruszaé sie tylko w kierunku ”prawo-gora”?

Pankracy przez cate wakacje bral kolejne piatki kolejnych liczb naturalnych (pierwszego dnia
liczby 1, 2, 3, 4, 5; drugiego dnia 2, 3, 4, 5, 6, itd.) i te pie¢ wybranych liczb mnozyt przez siebie.
Uzyskany wynik zapisywal (pierwszego dnia zapisal 120, drugiego dnia 720, itd.). Pod koniec
wakacji znalazt najwiekszy wspolny dzielnik wszystkich zapisanych liczb. Ile wynosit ten dzielnik?

Rysunek obok przedstawia szklanke w ksztalcie walca o $red- 12 cm
nicy dna 8 c¢m oraz wysokosci 12 cm, wypekliong czesciowo
woda i nachylong do poziomu pod katem 45°. Jaka czes¢ ob-
jetosci szklanki zajmuje woda? 45° 8 cm

Podstawa ostrostupa ABC'S jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym AC' = BC' = 2. Wszystkie
krawedzie boczne ostrostupa sa tej samej dlugosci SA = SB = SC = 2. Niech D bedzie srodkiem
odcinka AB. Udowodnij, ze odcinki C'D oraz SD sa prostopadte.
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. Przeksztalcajac réwnanie do postaci (z —y)(x +y) = 255, widzimy, ze x — y musi by¢ dzielnikiem
liczby 255 i to mniejszym od v/255. Poniewaz 255 = 3- 5 - 17, to liczba 255 ma 8 dzielnikéw: 1, 3,
5,15, 17, 51, 85 oraz 255, zatem wystarczy rozwazy¢ cztery przypadki na z —y: 1, 3, 5, 15 (wtedy
odpowiednio x +y jest rowne: 255, 85, 51, 17. Otrzymujemy cztery rozwiazania: x = 128,y = 127,
r=44,y =41, x =28,y = 23 oraz x = 16,y = 1.

. Oznaczmy kolejne wierzchotki trapezu literami A, B,C i D (A, B przy dluzszej podstawie).
Poniewaz trojkat AC'D jest réwnoramienny (katy przy wierzchotkach A i C' maja po 30°), to
|CD| = 6+/7. Oznaczmy przez E i F spodki wysokosci trapezu opuszczone odpowiednio z wierz-
chotka D i C. Z wlasnosci tréjkata o katach 30°,60°,90°: |AB| = |AE| + |EF| + |FB| =
@ +|DC|+ @ = 121/7. Dlugos¢ interesujacego nas odcinka jest érednig arytmetyczna dtugosci
podstaw, czyli wynosi 9v/7.

. Nie. Zauwazmy, ze liczba 201 jest podzielna przez 3, a kazda z opisanych operacji przeksztalca
liczbe podzielna przez 3 na liczbe podzielna przez 3 (uzasadnienie!). Zatem z liczby 201 po skon-
czonej liczbie krokéw otrzymamy zawsze liczbe podzielng przez 3. Natomiast liczba 2018 nie dzieli

sie przez 3.

gdzie x to aktualny wiek pana Floriana, zas y aktualna liczba lat przepracowana jako strazak.
Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy x = 33, y = 12, zatem pan Florian ma obecnie 33 lata.

. Uktadamy uktad réwnan
(x—=5)=y—5
(x+9)=y+09.

DO s =

. Zal6zmy, ze bierzemy s kg roztworu 10% oraz t kg roztworu 30%. Aby otrzymaé roztwor 15%

musi zachodzi¢ relacja
0,1s+0,3t 15

s+t 100’

co prowadzi do s = 3t. Musimy wiec wziaé¢ 3 razy wiecej roztworu 10% niz 30%. Maksymalna ilosé
mieszaniny to w zwigzku z tym 10 kg roztworu 10% oraz % kg roztworu 30%. Razem 13% kg.

. Widzimy, ze |ZBOA| = 60°. Oznacza to, ze trojkaty AOB i EOD sa réwnoboczne, zas trojkat
AOEF jest prostokatny (z katem prostym przy wierzchotku E). Stad |[FO| = %|AO|. Daje nam to
réwnanie |[EO| = L(|EO| + 6), czyli ostatecznie |[EO| = |DE| = 6.

. Kazdy ruch zwieksza odlegtos¢ skoczka od poczatkowego potozenia o jedno pole w poziomie i
dwa pola w pionie lub odwrotnie. Poniewaz koncowe potozenie rézni si¢ o taka sama liczbe pol
W poziomie i w pionie od potozenia poczatkowego, to liczba ruchéw zmieniajacych odlegtosé o
1 w pionie musi by¢ rowna liczbie ruchéw zmieniajacych odlegtosé o 1 w poziomie. Zatem ilosci
ruchéw zmieniajacych odlegto$é w poziomie o 11 o 2 sg réwne. Analogicznie dla zmian w pionie.
Stad wniosek, ze mozliwe potozenia skoczka na przekatnej szachownicy réznia si¢ od potozenia
poczatkowego o wielokrotno$é¢ 3 w obu kierunkach. A poniewaz 2018 — 1 nie dzieli sie przez 3, to
odpowiedz jest negatywna.

. Zauwazmy, ze wsrod pigciu kolejnych liczb naturalnych jest doktadnie jedna liczba podzielna przez
5, co najmniej jedna liczba podzielna przez 3 oraz co najmniej dwie kolejne liczby parzyste, czyli
jedna z nich dzieli sie przez 4. W takim razie kazdy z otrzymanych iloczynéw musi by¢ podzielny
przez 5-3-2-4 = 120. Z drugiej strony, pierwszy z uzyskanych iloczynéw jest rowny 120, zatem
najwiekszy wspolny dzielnik wszystkich iloczynéw to 120.
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Zauwazmy, ze gdyby wysokos¢ szklanki ”skroci¢” do 8 cm, to w rozwazanym nachyleniu poziom
wody siegatby do granicy szklanki, zatem woda stanowitaby doktadnie potowe calej objetosci.
Taka skrécona szklanka ma objetosé réwna 2/3 objetosci prawdziwej szklanki, zatem ostatecznie
otrzymujemy odpowiedz, ze objetos¢ wody to % . % = % objetosci szklanki.

Zauwazmy, ze |AB| = 2v/2 oraz |CD| = /2. Widzimy tez, ze trojkat ABS jest przystajacy do
trojkata ABC (cecha bbb), skad |SD| = |CD| = /2. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa dla trojkata C'DS mamy teze.



