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. Dla jakiej liczby naturalnej n suma 1+ 2 + 3 + ... 4+ n jest liczba trzycyfrowa o trzech

jednakowych cyfrach?

. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS o podstawie ABC'D wysokos¢ jest

rowna H, a kat miedzy sasiednimi $cianami bocznymi ostrostupa ma miare 120°. Dla
jakiej wartosci H objetosé¢ tego ostrostupa wynosi 367

Czy liczby 1 +n+n?2+...+n27 i1 +n+n?+... 4+ n**® mogg mie¢ wspdlny dzielnik
(wiekszy od 1) dla pewnej liczby catkowitej dodatniej n?

Pewna liczba catkowita dodatnia przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1, zas przy dzieleniu
przez 5 i przez 7 daje reszte 4. Jaka reszte otrzymamy, dzielac te liczbe przez 1407

Zmajdz wszystkie liczby catkowite .,y spetniajace réwnanie 22 — y? = 3x.

Dla liczby rzeczywistej x przez [x] oznaczamy najwieksza liczbe catkowita nie wieksza niz
z (czesé catkowita liczby x). ZnajdZz wszystkie rozwiazania réwnania x* — 5[x] + 4 = 0.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby niewymiernej z istnieje liczba niewymierna y taka, ze
iloczyn x - y jest liczba wymierna.

. W czworokacie ABCD katy DAB i ABC sg rowne, a punkt przeciecia si¢ symetralnych

bokéw AD i BC lezy na AB. Wykaz, ze przekatne tego czworokata sa réwnej dtugosci.

. Tle jest réznych (nieprzystajacych) tréjkatéw o bokach catkowitej dlugosci i obwodzie

rownym 1007

W tréjkacie rownobocznym ABC' o boku 2 punkt D jest srodkiem boku AC, a punkt F
lezy na boku BC'. Oblicz dtugo$¢ BE, jezeli dtugos¢ DE wynosi z.
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. Poniewaz 1 +2+3+4+ ... +n = w, szukamy n, dla ktorego zachodzi w = 111c,
dla pewnego ¢ € {1,2,...,9}. W takim razie n(n + 1) = 2 -3 .37 - ¢. Skoro 37 jest
liczba pierwsza, to 37 musi dzieli¢ n albo n+ 1. W pierwszym przypadku, po wstawieniu
n = 37k, rébwnanie przybiera posta¢ k(37k + 1) = 6¢ i widzimy, ze k£ < 1. Jednak dla
k=1mamyc ¢ {1,2,...,9}. W drugim przypadku, po wstawieniu n+1 = 37k, réwnanie
przybiera posta¢ (37k — 1)k = 6¢. Ponownie widzimy, ze k < 1, lecz tym razem dla k = 1
otrzymujemy ¢ = 6. Ostatecznie, n = 36.

. Niech X bedzie punktem przeciecia krawedzi S A z ptaszczyzng prostopadta do S A, prze-
chodzaca przez przekatng podstawy BD.

Jesli E jest spodkiem wysokosci ostrostupa, zas a oznacza
dtugoéé krawedzi przy podstawie, to mamy EX = a/+/6,
bo BEX jest potéwks tréjkata rownobocznego. Aby uzy-
ska¢ zwigzek pomiedzy a i H, zauwazamy, ze trojkaty
AXE i AES sa prostokatne ze wspolnym katem przy
A, a wiec podobne. Obliczamy AX = a/v/3 z twierdze-
nia Pitagorasa i z podobienstwa dostajemy AE/AX =
ES/EX, czyli H = ES = a. Zatem objetos¢ wynosi

5(2H)? - H = $H?. Jest ona réwna 36 dla H = 3.

. Nie. Niech bowiem k bedzie wspolnym dzielnikiem obu tych liczb. Wtedy k jest rowniez
dzielnikiem liczby

(T+n+n’+...+0*%) —Q+n+n*+...+0")n,
lecz ta réwna sie 1.

. Oznaczmy liczbe, o ktorej mowa w zadaniu przez a. Niech r bedzie reszta z dzielenia a
przez 140. Wtedy a = 140k + r dla pewnej liczby catkowitej nieujemnej k. Wiemy tez, ze
r < 140 oraz ze r daje z dzielenia przez 4, 5 1 7 te same reszty, co liczba a. W szczegdlnosci,
liczba r — 4 jest podzielna zaréwno przez 5, jak przez 7. W takim razie r — 4 jest rowne
0, 35, 70 albo 105 (bo r — 4 < 136) lub, réwnowaznie, r jest réwne 4, 39, 74 albo 109. Z
tych liczb tylko 109 daje reszte z dzielenia przez 4 réwna 1. Ostatecznie, szukana reszta
to 109.

. Réwnanie zapiszmy w postaci z(z — 3) = y*. Jezeli x = 3k, to y = 3n oraz k(k — 1) = n?.
Zatem k oraz k — 1 sa kwadratami liczb catkowitych lub ich przeciwnosciami, poniewaz
sa liczbami wzglednie pierwszymi. Otrzymujemy zatem k = 0 (wtedy rozwiazaniem jest
para (0,0)) lub k& = 1, co daje rozwiazanie (3,0). Jezeli x nie jest podzielne przez 3, to
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liczby x oraz x — 3 sa wzglednie pierwsze i kazda z nich jest kwadratem liczby catkowitej
lub liczbg do niego przeciwng. Oznacza to, ze x = 4 lub x = —1. Ostatecznie mamy
nastepujace rozwiazania: (0,0), (3,0), (4,2), (4, —2), (—1,2), (-1, —2).

Poniewaz [r] < x, mamy —5x < —5[z]. Zatem (z—4)(z—1) = 2> —br+4 < 2*—5[z]+4 =
0, co daje 1 < z < 4. W takim razie [z] jest réwne 1, 2, 3 lub 4. Rozpatrujac kazdy z tych
przypadkéw osobno, otrzymujemy cztery rozwiazania: 1, v/6, v/11, 4.

. Za y mozna wzigé % Rzeczywiscie, poniewaz odwrotnoscig niezerowej liczby wymiernej

jest liczba wymierna, to odwrotnoscia liczby niewymiernej jest liczba niewymierna. Wtedy
1
roy=z-,=1

Oznaczmy punkt przeciecia sie symetralnych przez P, za$ miare katéw DAB i ABC' przez
a. Wtedy |£ZAPD| = |£ZCPB| = 180° — 2a, co daje |[ZAPC| = |£ZDPB|. W dodatku,
AP = PD oraz CP = PB, co pokazuje, ze tréjkaty APC i DPB sa przystajace. W
takim razie AC = DB.

Oznaczmy boki trojkata przez x,y, z. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze x > y > z.
Wtedy z warunku x + y + z = 100 wynika, ze 3z > 100, czyli z > 34, zas z warunku z <
y+ 2z wynika, ze x < 100 — z, czyli x < 49. Ostatecznie, x € {34, 35, ...,49}. Dla kazdego
parzystego x € {34,35,...,49} mamy nastepujace mozliwosci na (y, 2): (x,100 — 2z),
(x—1,100 — 2z + 1), ..., (252, 19=2) wicc jest ich 2z —49. Dla x nieparzystego mamy
natomiast nastepujace mozliwosci na (y, z): (z,100 — 2x), (xr — 1,100 — 2z + 1), ...,
(£2%=2,99-2)  wiece jest ich 2(x — 1) — 48. Wyniki wystarczy dodac:

2 2
3 3 3
2344 2.36—49) +... 4+ (2-48—4
{(2 3 9)-+ (2 36 9)-+ +»<2 8 9)]—+
3 3 3
+—[<2-34-—48)-+ (2-36——48>—+...+—<2-48——48)]::208

Niech Y bedzie rzutem prostokatnym D na C'B — wtedy DY = ?, oraz CY = % Ponadto
V3 1]
2 )

widzimy, ze jezeli x € ( zadanie ma dwa rozwigzania, jesli natomiast x = ? lub

x € (1,/3], to rozwiazanie jest jedno. Dla pozostatych wartosci o zadanie rozwiazan nie

posiada. Poniewaz EY = \/a% — (@)2, BY =3 to BE=BY —EY =3 — /223

dla x = @ lub = € (1,v/3], a jezeli x € (?, 1], to druga mozliwa wartoscia BE jest

BY + EY =3 4 /22 — 3.



