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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 11

. Zmajdz przyktad liczby naturalnej n takiej, ze liczba 333n jest zapisana za pomocg samych

jedynek.

Oblicz pole figury ztozonej z dwoch két o promieniach 1 ¢cm i 2 em takich, ze Srednica
mniejszego kota jest cieciwa wiekszego.

Udowodnij, ze jesli trojkat ABC' jest prostokatny, to suma pol okregéw o Srednicach

bedacych przyprostokatnymi tego trojkata jest rowna polu okregu o srednicy bedacej
przeciwprostokatna trojkata ABC.

Rozwiaz réwnanie (zy)? = 2°7 w liczbach catkowitych dodatnich.
Czy istnieje liczba pierwsza p taka, ze p 4+ 216 jest szeScianem liczby naturalnej?

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b. Prosta przechodzaca przez srodek
przeciwprostokatnej i do niej prostopadta odcina z trojkata czworokat. Jakie jest pole tego
czworokata?

Przedyskutuj ilo$¢ rozwigzan uktadu réwnan:

{|x|+|y| =3

y=x+m
w zaleznosci od parametru m.

Dwie szesciokatne ptyty chodnikowe o grubosci 10cm i boku 20cm utozono jedna na
drugiej, otrzymujac plyte szesciokatna o podwojnej grubosci. Nastepnie obrocono gorng
plyte po dolnej wzgledem srodka szesciokata o kat 30°. Jakie jest pole powierzchni tak
otrzymanego wieloscianu?

Na klasycznej szachownicy (o wymiarach 8 x 8) wpisujemy liczby naturalne od 1 do 31.
Nastepnie, na wolne pola, ponownie wpisujemy liczby od 1 do 31 tak, zeby te same liczby
byly na sasiednich polach (pola sa sasiednie, jesli maja wspélny bok). Udowodnij, ze jesli
uda nam sie to zrobi¢, to dwa wolne pola szachownicy beda réznych koloréw.

Rozwiaz réwnanie 222 = 3|x| + 2 (gdzie |x| oznacza cze$¢ catkowita liczby x, czyli
najwieksza liczbe catkowita nieprzekraczajaca x).
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. Poniewaz liczbe 11...1 skladajaca si¢ z k jedynek mozemy zapisaé jako: §(10% — 1),
problem sprowadza sie do znalezienia rozwigzania réwnania: 333n = %(10’f — 1), czyli:

%(103 —1n= é(lOk —1). Woéwezas n = 3(110;3__11). Na przyktad dla & = 9 mamy:

10°-1 (10 -1)(10°+10°+1) 1 _ ¢ 5 1001001
= —(10° +10° + 1) = ———— = 333667.
3000 1) 3(10° — 1) U107+ 1) = —

. Odpowiedz: %W + /3 cm?. Rysunek obok uzasadnia ponizsze ra-
chunki:

300 223 1
P:%-w-22+ 11/_+2'7T' 2 —7T+\/_+ 7r——7r+\/_

. Niech a oraz b oznaczaja dtugosci przyprostokatnych tego tréj-
kata, zas ¢ — dtugos¢ jego przeciwprostokatnej. Mamy wowczas
(z twierdzenia Pitagorasa):

2 b 2 2
(3 o8] =30l
. Jasne jest, ze xy jest catkowity potega liczby 2, zatem x = 2,y = 2%. Stad
czyli t + s = 2071 + 2571 Latwo sprawdzié, ze t,s # 0. Poniewaz t = 2"  dla t = 1 i
t=2oraz t <2t dlat > 3, tot,s € {1,2}. Zatem z,y € {2,4}. Rozwigzaniami sa
(2,2),(2,4),(4,2), (4,4).

2(t+s) 2t4-28
22(t+s) — 92427

. Jezeli p + 216 = n? dla pewnej liczby naturalnej n, to p = n3 — 62, czyli:
p = (n—6)(n*+6n + 36).

Poniewaz drugi czynnik jest zawsze wigkszy od 1, a p ma by¢ liczba pierwsza, musi
zachodzi¢: n — 6 = 1, czyli n = 7. Wowczas p = 127 i, istotnie, jest to liczba pierwsza.

. Odciety trojkat jest podobny do wyjsciowego. Jesli x jest
dhugoscig odcinka danej prostej zawartego w trojkacie, to
i
x 3¢
z podobienstwa mamy — W gdzie ¢ = Va?+1?, a 90°-
a
zatem pole odcietego tr(’)jk@ta Wwynosi

a02

Le a )
2 2 " T Ry x

90°- a a
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Stad szukane pole to

2 8 8b

. Mozna rozpatrze¢ odpowiednie przypadki, jednak najkrotsza bedzie zapewne interpre-
tacja geometryczna. Réwnania uktadu przedstawiaja brzeg kwadratu o wierzchotkach
(3,0),(0,3),(—=3,0), (0, —3) oraz prosta réwnolegta do dwbch bokéw tego kwadratu. Pro-
sta ta nie ma punktéw wspdélnych z kwadratem (uklad nie ma rozwigzan), gdy m €

ab  ac®  a(3b® — a?)



10.

(—00,—3) U (3,00). Ma doktadnie dwa punkty wspolne z brzegiem kwadratu, gdy m €
(—3,3), a gdy m = —3 lub m = 3 uklad ma nieskonczenie wiele rozwiazan (caly bok
kwadratu).

Podobnie mozna poprowadzi¢ rozumowanie po wykonaniu podstawienia interpretujac wy-
razenie |z| + |z + m/| jako sume odlegtosci punktu = od punktu 0 i od punktu —m na osi
liczbowej.

Powierzchnia otrzymanego wielo$cianu sktada sie z:

I dwoch szesciokatéw o boku 20 cm, kazdy o polu: P, = 6 -
W03 — 600v/3 (cm?),

IT dwunastu prostokatow o wymiarach 10 cm x 20 cm, kazdy
o polu: Prr = 10-20 = 200 (cm?),

IIT dwunastu tréjkatéw réwnoramiennych o kacie 120° przy
wierzchotku i wysokosci h bedacej réznicg promieni okre-
gbéw opisanego i wpisanego w szesciokat — pole kazdego ta-
kiego tréjkata wynosi: Pr;; = % -2hv3 - h = h*V/3. Po- "
niewaz h = R —r = 20 — % = 20 — 104/3, mamy:
Prrr = (20 — 10v/3)%V/3 = 7004/3 — 1200 (cm?).

60° oh

Szukane pole powierzchni wielocianu wynosi zatem (w cm?): o

3
P =2P+12P;;+12P;; = 2-(600\/§)+12~200—|—12-(700\/§—1200) =

= 1200V/3 + 2400 + 8400v/3 — 14400 = 9600v/3 — 12000.

Kazda para takich samych liczb zajmuje na szachownicy pola réznych koloréw (bo sa-
siednie pola maja rézne kolory). Dwa pozostale wolne pola musza wiec takze mieé¢ rézne
kolory.

Jezeli x < 0, to 3|z] +2 < =3+ 2 < 0, co nie jest mozliwe. Jezeli z > 3, to
207 > 2x|x| > 6|z] > 3|x| +9 > 3|z| + 2,

zatem || przyjmuje jedna z wartosci 0, 1, 2. Jedyne rozwiazania uzyskujemy gdy || =1
(woéwezas © = \/g) oraz gdy |z] =2 (woéwezas x = 2).

Podsumowujac, rozwigzaniami rOwnania sa: x = % oraz xr = 2.



