10.

O BERROTYNY

. z '\Q"ﬁo-f :‘
UNIWERSYTET GDANSKI

POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA III — rok szkolny 2017/2018

poziom: szkola ponadgimnazjalna
FINAL

Na okregu, w rownych odstepach, zaznaczono 2018 punktow: 2017 czarnych i jeden biaty.
Nastepnie utworzono wszystkie mozliwe wielokaty wypukte o wierzchotkach w zaznaczonych
punktach. Jesli wielokat mial wszystkie wierzchotki czarne, to zaliczany byt do zbioru wielo-
katow czarnych, a jesli jeden z jego wierzchotkéw byt biaty, to zaliczany byt do wielokatéw
dwubarwnych. Okresl, ktérego typu wielokatéw byto wiecej: czarnych czy dwubarwnych.

Rozwazmy wielomian z° + x? + px + ¢, gdzie parametry p i ¢ s3 pewnymi liczbami rzeczywisty-
mi. Uzasadnij, ze wielomian ten nie moze mieé¢ pieciu pierwiastkéw rzeczywistych (nawet gdy
liczymy z krotnosciami).

Ile jest szesciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie jest nieparzysta liczba cyfr nie-
parzystych?

Na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b (a < b) obrano punkt
P taki, ze suma jego odleglosci od przyprostokatnych jest srednig geometryczng a i b. W jakim
stosunku punkt P podzielil przeciwprostokatng?

Niech [z] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza niz x. Rozwiaz réwnanie
(2] — x| +1=0.

Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba naturalna n < 2018, ze
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Antek i Basia graja w nastepujaca gre: Antek rzuca symetryczna monetag 20 razy, a Basia —
tg sama monetg — 21 razy. Basia wygrywa tylko wtedy, gdy wyrzuci wiecej ortéw niz Antek.
Ktore z nich ma wigksza szans¢ wygrania?

O liczbach catkowitych n i k wiadomo, ze
n+3|+k+3|=n+2|+k+2|=|n—1+]k—1].
Jaka moze by¢ najmniejsza warto$¢ wyrazenia |n — k|7

Podaj wszystkie liczby naturalne n takie, ze ze zbioru {n,n + 1,n + 2,...,n?} mozna wybraé
cztery rozne liczby x, vy, z, u spetniajace réwnosé zy = zu.

A B
Na rysunku obok tuki AB i BC' sa tej samej dtugosci, za$ odcinek BQ \
jest prostopadly do odcinka PC. Uzasadnij, ze |AP| + |PQ| = |QC].
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. Wiegcej byto wielokatow dwubarwnych. Zauwazmy bowiem, ze kazdemu n-katowi czarnemu mo-
zemy przyporzadkowaé (n+ 1)-kat dwubarwny poprzez dodanie biatego wierzchotka. Widzimy,
ze tak zdefiniowane przyporzadkowanie jest réznowartosciowe, ale nie jest "na”, gdyz nic nie
przechodzi na dwubarwne tréjkaty, ktorych jest 2017 - 1008.

. Przypuéémy, ze dla pewnych p i ¢ wielomian 2° + 22 + px + ¢ ma pieé¢ pierwiastkow: z1, 2, 23,
x4 1 x5. Wowcezas

P fpr+q=(r—x)(r—22) (T — 23) (2 — 24) (2 — 15) = 2° — (21 + 23 + T3 + T4 + T5)2*

H(@129 + 2123 + X174 + T1T5 + ToTg + ToTy + ToT5 + T3Ty + T3T5 + 334555)5103 + 22+ pxr +q.
Stad 1 + 2o + 23+ x4 + x5 = 0 oraz 129 + X123 + T1T4 + 125 + ToT3 + Toky + ToTs + T34 +
r3x5 + r4x5 = 0, co daje

o2+ a5 4+ wh 2t w = (v F 2o+ w3+ 24+ 15)°

—2(3311’2 + 123 + X124 + X1X5 + ToZ3 + ToXa + Toks + T3Tg + T3T5 + 1'4375) = 0.

Jednak to oznacza, ze x1 = x9 = x3 = x4 = x5 = 0, co jest sprzeczne z postacia wielomianu.

. Policzmy, ile jest szesciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie wystepuje jedna cy-
fra nieparzysta. Moze ona sta¢ na pierwszym miejscu (takich liczb jest 5°) lub na ktéryms z
pozostatych miejsc (takich liczb jest 4 - G’) - 5%). Razem wigc mamy 25 - 5° takich liczb. Ana-
logicznie policzymy liczbe sze$ciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie sg trzy cyfry

nieparzyste:
i) 5 3 5 3 5 5
(2) > (3) <2> .

oraz liczbe szesciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie jest pigé¢ cyfr nieparzystych:

: 544 - -5 =295,
5 () 5 <5> 5 9-5

Ostatecznie, szukanych liczb jest 144 - 5% = 450 000.

. Umie$¢émy trojkat w ukltadzie wspétrzednych tak, by wierzchotki miaty wspétrzedne (0, 0), (0, a), (b,0).
Wowcezas wspdlrzedne (x,y) punktu P spelniaja zaleznosé ax + by = ab oraz, z tredci zadania,
x + 1y = Vvab. Rozwiazujac uktad rownan otrzymujemy

by/a av/b

NZESV YT i Vb
\/5

x
Zatem szukany stosunek, to = —.

Y b—z b
. Liczba [z] — x jest zawsze w przedziale (—1;0), a wiec lewa strona réwnania przyjmuje warto$é
0 lub 1, przy czym 1 tylko wtedy, gdy = jest catkowite. Réwnanie spetniaja zatem wszystkie te
liczby rzeczywiste, ktére nie sg catkowite.
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Nie. Przypu$émy bowiem, ze liczba d jest wspolnym dzielnikiem wszystkich podanych symboli
Newtona. Jednak jesli d jest dzielnikiem (2012+k) i (2018:“1), to musi tez dzieli¢ (2018:“1) -

(2018+k) _ (2018+k

; 1 ) W takim razie d musi dzieli¢ nastepujace symbole Newtona:

2018 2018 +1 2018 + 2 2018 +n —1
n—1)'"\ n—1 )\ n—-1 )7 n—1 '

Rekurencyjnie, otrzymujemy, ze d musi dzieli¢ (20018) =1

Zamieniajac wszystkie orty na reszki i odwrotnie, otrzymujemy odpowiednio$¢ pomiedzy zda-
rzeniami, w ktorych wygrywa Basia, a tymi, w ktorych wygrywa Antek. Kazde z nich ma zatem
jednakowsq szanse na zwycigstwo.

Zatbézmy, bez zmniejszania ogdlnosci, ze n > k. Szkicujac wykres funkcji f(z) = |n—z|+ |k —z|,
widzimy, ze jest ona malejaca na przedziale (—oo, k) oraz rosnaca na (n, oo). Warunek w zadaniu
moéwi, ze f(=3) = f(=2) = f(1). Jesli n = k, to funkcja f zadnej wartoSci nie przyjmuje
trzykrotnie. Jegli n > k, to funkcja f jest stala na przedziale (k,n), zatem warunek bedzie
spelniony tylko wtedy, gdy —3, —2,1 € (k,n). Wynika stad, ze [n—k| > 4. Co wiecej, przyjmujac
k = —3 oraz n = 1, widzimy, ze warunek w zadaniu jest spetniony, skad wynika, ze moze by¢
|n — k| = 4. Ostatecznie, najmniejsza mozliwa warto$¢ |n — k| to 4.

Oczywiscie dla n < 2 nie da sie wybra¢ czterech réznych liczb, bo zbior jest za maly. Jesli
wezmiemy liczby # = n, y = n> — 1, 2 = n+ 1, u = n? — n, to otrzymujemy tozsamos¢.
Potrzeba jeszcze sprawdzi¢, czy liczby te sa w rozwazanym zbiorze i czy sa wszystkie rézne.
Jednak gdy n > 2, to zawsze n = x < 2z < u < y < n?, wiec odpowiedzig sa wszystkie liczby
naturalne wieksze od 2.

Oznaczmy przez « kat wpisany oparty na tuku AB lub BC. Niech )" oznacza rzut B na
pétprosta AP. Mamy wtedy £ BPQ' = 180° — LAPB = 180° — (180° — ) = a« = L BPQ. Stad
trojkaty PBQ i PBQ' sa przystajace i wystarczy stwierdzi¢ réwnosé |[AQ'| = |QC.
Zauwazmy, ze katy £ BAP i £ BCP sg rowne, wiec trojkaty prostokatne AQ'B i CQB sa
przystajace (cecha kbk), skad wynika teza.



