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EDYCJA III — rok szkolny 2017/2018

poziom: szkola ponadgimnazjalna

POLFINAL

. Wskazowka minutowa po "naprawie” porusza si¢ we wlasciwym tempie, ale w przeciwna

strone, natomiast mata wskazowka porusza sie prawidtowo. Ustawiono aktualna godzine
12% i uruchomiono zegar. Ile razy w ciggu doby wskazéwki pokryja sie?

. Ktora z dwoch liczb jest wicksza: \/5\/g czy \/g\/i?

. Wykaz, ze réwnanie 3% + 4 = 3? nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu punktowi plaszczyzny liczbe rzeczywista w taki
sposob, ze jesli A, B, C, D sa wierzchotkami kwadratu, to f(A)+ f(B)+ f(C)+ f(D) = 0.
Udowodnij, ze wéwcezas dla kazdego punktu P musi byé¢ f(P) = 0.

O liczbie catkowitej a wiadomo, ze tréjkat ABC' o wierzchotkach A = (a, 1), B = (1,a+3)
i C'=(2,5) ma pole réwne 2. Podaj réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

2018

. Liczbe <\5/5 + \7/7> mozemy zapisaé jako sume iloczynéw postaci ay(v/5)F (V7)1

gdzie k = 0,1, ..., 2018, za$ a;, jest liczba catkowity. Ile sposrdd tych sktadnikow jest liczba
wymierna?

Dwa okregi o promieniach R i r sa styczne do danej prostej w réznych punktach i wza-
jemnie styczne. Znajdz promien d okregu stycznego do obu tych okregéw i do tej proste;j.

. W ptlocie sztachety sa przymocowane w rownych odlegtosciach i kazda jest pomalowana

na czerwono lub zielono. Suma odlegtosci sztachet zielonych od prawego skraju ptotu jest
wieksza od sumy odleglosci czerwonych sztachet od lewego skraju ptotu. Czy oznacza to,
ze zielonych sztachet jest wiecej?

. Wykaz, ze logyy6 2018 + logyg,5 2017 > 2.

W pewnym stozku pole podstawy, pole powierzchni kuli wpisanej oraz pole powierzchni
bocznej (w podanej kolejnosci) tworza ciag arytmetyczny. Oblicz cosinus kata nachylenia
tworzacej tego stozka do ptaszczyzny podstawy.
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. Mata wskazéwka wykona 2 pelne obroty, zas duza 24, ale w przeciwng strone. W takim
razie, gdy przyjmiemy za punkt odniesienia potozenie malej wskazéwki, duza wykona 26
obrotow. Zatem nastapi 26 pokryc¢.

. Obie liczby sa dodatnie — mozemy wiec porownac ich kwadraty, czyli liczby 2V3 oraz 3V2.
V2 V3
Liczba 23 jest wieksza od 1, wiec z nieréwnosci v/2 < v/3 wynika, ze (2\/§> < (2‘/5) :

W takim razie:
(249) < (279)" —2r < g2 = (39)"7,

co daje \/5\/3 < \/§ﬁ

. Réwnanie to nie posiada rozwigzan catkowitych. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢,
ze y = 0. Wtedy tez y > 2, czyli y > 3, gdyz y jest liczba catkowita. Poniewaz 3% =
(y —2)(y +2) > 5, to z jest liczba catkowita dodatnia, czyli 3" jest liczba naturalna
(iloczynem x tréjek). Jednak dla dowolnego y > 3, przynajmniej jedna z liczb y — 2 oraz
y + 2 nie jest podzielna przez 3 (bo r6znia sie o 4), wiec iloczyn (y — 2)(y + 2) nie moze
by¢ potega trojki.

. Wezmy dowolny punkt P rozwazanej ptaszczyzny. Niech ABC'D bedzie dowolnym kwa-
dratem o $rodku w punkcie P, za$ punkty K, L, M i N to odpowiednio $rodki bokdéw
AB, BC, CD i DA. Wéwcezas funkcja f musi spetniaé:

Dodajac cztery pierwsze réwnosci i odejmujac ostatnig oraz podwojong przedostatnig,
otrzymujemy warunek 4f(P) = 0, co nalezalo wykazac.

. Poniewaz CA = l[a—2, —4] oraz OB = [—1,a—2], a pole tréjkata ABC mozemy policzy¢
ze wzoru P = %’(—1) - (=4) = (a — 2)2‘, to a = 2 (jest to jedyne calkowite rozwiazanie
tego rownania). Zatem A = (2,1), B = (1,5) i C = (2,5), i widzimy, ze trojkat ABC' jest
prostokatny, wiec srodek okregu opisanego ma wspotrzedne S = (%, 3), a promien wynosi

r= %AB = %\/ 17. Stad réwnanie okregu ma postaé¢ z2 + y? — 3z — 6y + 7 = 0.
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Szukamy takich liczb k, ze k musi by¢ podzielne przez 5, a 2018 — k przez 7. Oznacza to
rozwiazanie réwnania 2018 = 5p + 7r, gdzie p,r € {0,1,...,2018}. Szukamy wiec takich
wielokrotnosci liczby 7 (czyli liczb postaci 7r), ktore przy dzieleniu przez 5 daja reszte 3
(taka jak liczba 2018). Zauwazmy, ze liczba postaci 7(5s + q) przy dzieleniu przez 5 daje
taka sama reszte jak liczba 7q, co oznacza, ze sposrod mozliwych reszt z dzielenia przez 5,
tj. ¢ € {0,1,2,3,4}, jedynie ¢ = 4 daje, po pomnozeniu przez 7, reszte z dzielenia przez
5 réwna 3. Pytamy wiec o liczby caltkowite postaci 7(5s + 4), ktére sa nie mniejsze od 0 i
nie wigksze niz 2018. Liczby te sa wyrazami ciggu arytmetycznego o pierwszym wyrazie
rownym 28 i réznicy rownej 35. Ten ciag ma 57 wyrazéow.

Stad doktadnie 57 sktadnikow jest liczbami wymiernymi.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze R > r. Rozwazajac odlegtodci miedzy punktami
stycznosci okregow do prostej, otrzymamy

VIR+d)?2 — (R—d)+ \J(r+d)? — (r —d)?=/(R+7)? — (R—r)2,

a po redukcji vV Rd + vVrd = v Rr. Zatem Vid = fﬁ’:ﬁ, co daje d = ﬁ.

Tak, zielonych sztachet jest wiecej. Niech N, oznacza liczbe sztachet zielonych, a N, —
czerwonych. Ponadto, oznaczmy przez [, sume odlegtosci sztachet zielonych od prawego
skraju plotu, a przez [. — sume odlegtosci sztachet czerwonych od lewego skraju.

Nazwijmy pare sztachet symetryczna, jezeli jest ona symetryczna wzgledem srodka ptotu.
Bedziemy wykonywaé¢ nastepujace dwa rodzaje operacji tak dtugo jak to mozliwe. Pierw-
sza operacja polega na usunieciu z ptotu pary symetrycznej sktadajacej sie ze sztachet
roznego koloru. Druga operacja to usuniecie dwu par symetrycznych jednokolorowych:
jednej pary zielonej i jednej pary czerwonej. Latwo zauwazy¢, ze kazda z tych operacji nie
zmienia wartosci liczb N, — N, oraz [, — [.. Jezeli zadna z tych operacji nie jest mozliwa
do wykonania, to wszystkie sztachety (poza ewentualnie srodkowa) sa jednego koloru.
Poniewaz [, — [. > 0, tatwo wywnioskowa¢, ze N, — N, > 0.

Poniewaz dla dowolnej liczby a > 1 zachodzi a + % > 2, to

logyg16 2018 41089015 2017 > logyy7 2018 + logygs 2017 = logyg,7 2018 + 2.

—_— >
logyg,7 2018

Oznaczmy r — promien podstawy stozka, [ — dtugos$¢ jego tworzacej, R — promien kuli

wpisanej oraz a — kat miedzy tworzaca a podstawa. Warunek podany w zadaniu sprowadza

sie do réwnosci 4rR? = ™+ czyli 8R? = r? +rl. Wstawiajac R =rtg$ oraz | =

otrzymujerlny rOwnanie 8t1g2 s=1+ L Poniewaz tg? 5= 1—cosa ' ygwnanie to redukuje
—COos o« ___ _"_

1+cosa’?
sig do 8 - 17oe = 1+ 5 czyli do 9cos’a — 6cosa + 1 = 0. Otrzymujemy stad, ze

cos @

—1
cosa = 3.



