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POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA IV — rok szkolny 2018/2019

poziom: gimnazjum

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ I

. Ktore liczby trzycyfrowe maleja dziewieciokrotnie po starciu pierwszej cyfry?

. Okredl, jakiego znaku jest liczba 25 — 16%.

8n+3

) [ o
o] mozna skrocié?

Czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze utamek

. Uzasadnij, ze liczba postaci k* — k + 1, gdzie k jest liczbg naturalng, nie jest podzielna

przez 3.

Na kazdym polu kratownicy 7 x 7 siedzi doktadnie jedna mucha. W jednej chwili kazda
mucha przelatuje na sasiednie pole (graniczace bokiem). Pokaz, ze na pewnym polu nie
bedzie muchy.

Zmajdz trzy liczby calkowite takie, ze iloczyn kazdych dwoch z nich powiekszony o 1 jest
kwadratem liczby catkowite;j.

Czy cieniem szescianu (oswietlonego wiazka réwnolegltych promieni $wietlnych) moze byé
szesciokat, w ktérym przynajmniej cztery boki sa takiej samej dhugosci?

Kat przy wierzchotku C' trojkata ABC jest prosty oraz AC = 9 i BC' = 12. Okrag jest
styczny do dwbch bokéw trojkata ABC: do boku BC'w A’, a do boku AB w C’, przy
czym C' A’ = 2BA’. Podaj, w jakim stosunku punkt C” dzieli bok AB.

W kwadracie ABC'D o polu 1 punkty Ay, By, C1, D; sa odpowiednio srodkami bokow
CD, DA, AB, BC'. lle wynosi pole czworokata, ktorego boki zawieraja si¢ w prostych
AAy, BBy, CCy, DDy?

Rozstrzygnij, czy mozna tak pomalowa¢ kazdy punkt prostej na czarno lub biato, aby
punkty odlegte o 2 miaty taki sam kolor, a punkty odlegte o 1 byly réznego koloru.
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Szukana liczba jest postaci 100a+ X, gdzie a jest niezerowg cyfra, a X — liczba dwucyfrowa.
Mamy 100a + X = 9X, czyli 25a = 2X. Wynika z tego, ze X jest niezerowg liczba
podzielna przez 25, zatem X jest jedna z liczb 25, 50, 75, co daje odpowiednio: a = 2,
a =41 a= 6. Warunki zadania spetniaja liczby 225, 450, 675.

. Rozwazana liczba jest ujemna. Rzeczywiscie, stosujac wzoér na roéznice kwadratow, tatwo

stwierdzi¢, ze liczby 2516 — 1625, 258 — 425 25% — 2% g3 jednakowego znaku. Poniewaz
25% = 625 - 625, zad 2% = 210.210.25 = 1024 - 1024 - 32, to 25* — 2% < 0. W takim
razie rowniez 259 — 16%° < 0. Zadanie to mozna réwniez zrobi¢ duzo proéciej: wystarczy
zauwazy¢, ze 2510 = 532 g 1625 = 2100 = 832. 94

Nie. Przypusémy bowiem, ze pewna liczba catkowita m > 1 dzieli zaréwno licznik 8n + 3,
jak i mianownik 12n +4. Wtedy m dzieli réwniez réznice tych liczb: (12n+4) — (8n + 3),
czyli 4n + 1. W takim razie m dzieli 2 - (4n + 1), a z tego wynika, ze dzieli réwniez
(8n+3) —2- (4n +1). Jednak (8n +3) —2- (4n+ 1) = 1, zatem doszli$émy do wniosku,
ze m dzieli 1. Stad m = 1, wbrew zalozeniu.

. Wystarczy rozwazy¢ wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez 3. Jedli k jest postaci 3n,

to k® —k+1 =273 — 3n + 11 nie jest podzielne przez 3. Jedli k jest postaci 3n + 1, to
k3 —k+1=2mn3+27n% 4 6n + 1 i réwniez nie jest podzielne przez 3. Podobnie, gdy k
jest postaci 3n + 2, bo wtedy k3 — k + 1 = 27n3 + 54n? + 33n + 7.

Pomalujmy pola na biato i czarno jak szachownice tak, ze w rogach kratownicy beda pola
biate. Poniewaz muchy przeleciaty na pola o innym kolorze, jedno z biatych pél zostato
puste, gdyz biatych pdl jest 25, a czarnych tylko 24.

Przyktadowe rozwigzanie to (1, 3,8). Takich tréjek jest wiele, na przykltad rozwiazaniem
jest kazda tréjka postaci (n — 1,n+ 1,4n).

Tak. Postawmy szescian o podstawie ABC'D (druga podstawe oznaczmy jako A’B'C'D/,
przy czym AA’, BB', CC", DD’ sa krawedziami bocznymi szescianu) na podtodze i o$wie-
tlmy go wiazka prostopadta do podtogi. Jesli uniesiemy szescian, to na podtodze uzyskamy
cien w ksztaltcie kwadratu. Jezeli teraz obrocimy szescian wzgledem przekatnej podstawy
AC o kat ostry, cien bedzie szeSciokatem o czterech bokach rownej dtugosci a, gdzie a
jest dhugoscig cienia krawedzi podstawy AB, i jednej parze rownoleglych bokéw réwnej
dtugosci b, gdzie b jest dtugoscig cienia krawedzi bocznej AA’.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze AB = 15. Skoro CA" = 2BA’, to CA’ = 8 i
BA" = 4. W takim razie BC' = BA' = 4, zatem BC' : C'A=4:11.

Oznaczmy pole tréjkata prostokatnego o przeciwprostokatnej AB; przez P. Wtedy pole
trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej AD wynosi 4P. W takim razie pole kazdego
z trapezow o ramionach ACY, BD;, C'A;, DB; wynosi 3P. Pole trojkata AA; D wynosi i
oraz 5P, zatem P = . Szukane pole wynosi 1 — 4(P + 3P) = <.

Tak, mozna. Wystarczy przedziaty (n,n + 1) pomalowaé na bialo dla n parzystego, a na
czarno dla n nieparzystego.



