10.

W) BEIROTYNY

UNIWERSYTET GDANSKI
POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA IV — rok szkolny 2018/2019
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RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 111

. Zuraw lecacy nad chmurg upuscit tze, ktéra wytracita z niej 17 kropli wody i 23 krysztatki lodu. Kazda

kropla pociagneta za sobg 18 kropel wody i 21 krysztatkéw lodu, a kazdy z krysztatkow — 19 kropel i
19 krysztatkow. W czasie dalszego spadania na ziemie¢ kazda kropla porwata ze soba 37 pytkéw kurzu i
42 bakterie, a kazdy krysztatek — 21 pytkéw i 13 bakterii. Po uderzeniu o ziemie kazda kropla rozpadta
sie na 14 kropelek, a kazdy krysztatek na 16 kropelek. Ile czastek kurzu i ile bakterii spadto na ziemie z
powodu tzy zurawia?

Liczba naturalna n ma doktadnie 4 rézne dzielniki (catkowite dodatnie). Okresl, ile dzielnikéw moze mie¢
liczba n?. Rozwaz wszystkie przypadki.

W szeregu przy jednej ulicy stoi siedem domkdéw. Trzy z nich sa czerwone, trzy z nich sa niebieskie,
a jeden z nich jest biaty. Ktére z ponizszych zdan jest prawdziwe dla dowolnego pomalowania domkdow?

Pewne dwa czerwone domy stoja obok siebie.
Pewien czerwony dom stoi obok niebieskiego domu.
Jesli biaty dom nie stoi obok niebieskiego domu, to pewne dwa niebieskie domy stoja obok siebie.

Jesli biaty dom zostanie przemalowany na czerwono, to pewne dwa czerwone domy beda staty obok
siebie.

(e) Przynajmniej jedno z powyzszych zdan jest prawdziwe.

Z arkusza papieru w kratke wycieto, tnac wzdtuz oznaczonych linii, duzy kwadrat D. Z kolei z kwadratu D
wycieto mniejszy kwadrat M, takze tnac wzdtuz liniatury. Czes¢ pozostata z kwadratu D po wycieciu M
obejmuje 116 kratek, ktore sg kwadracikami o boku dtugosci pét centymetra. Jaka byta dhugosé boku
kwadratu D?

Czy mozna sze$cian rozciaé plaszcezyznami na pieé¢ czworoscianow?

Pokaz, ze liczba 33 ... 3 (n trojek) jest podzielna przez 99 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n jest podzielna
przez 6.

Maszyna do tasowania kart zawsze dziata tak samo, przestawiajac te karty tak samo w stosunku do
poczatkowego ustawienia. Pewnego dnia do maszyny wtozono wszystkie kiery utozone w kolejnosci od
asa do kréla, czyli: A, 2,3, 4,5,6,7,8,9, 10, J, Q, K. Maszyna potasowata karty i ponownie wtozono je
do maszyny. Po drugim tasowaniu karty byly ustawione w nastepujacej kolejnosci: 10, 9, Q, 8, K, 3, 4,
A, 5, J, 6,2, 7. W jakiej kolejnosci karty byly po pierwszym tasowaniu, jesli wiadomo, ze po pierwszym
tasowaniu as byt na drugiej pozycji?

Dwa z katéw, na jakie dziela ptaszczyzne proste zawierajace wysokosci trojkata, maja miary 70° i 50°.
Zmajdz miary katow tego tréjkata.

Sklep ze stodyczami zaméwil przepyszne praliny: 7 mniejszych torebek i 18 wigkszych. W kazdej z
mniejszych torebek byto tyle samo pralin — podobnie w kazdej z wigkszych torebek. Niestety podczas
transportu wszystkie torebki sie rozerwaly i w jednym wielkim pudle walaty sie 233 praliny. Ile pralin
byto poczatkowo w kazdej z mniejszych i kazdej z wiekszych torebek?

Trojkat wyznaczony przez podstawe trapezu i jego przekatne jest rownoboczny. Podstawy trapezu maja
dtugosci 11 2. Oblicz obwod trapezu.
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. Na ziemie spadto 17 - 18 + 17 + 23 - 19 = 760 kropel i 17 - 21 4+ 23 - 19 4+ 23 = 817 krysztatkéw. Zatem

spadto 760 - 37 + 817 - 21 = 45277 czastek kurzu oraz 760 - 42 + 817 - 13 = 42541 bakterii.

. Liczba, ktéra ma 4 dzielniki, moze by¢ iloczynem dwdéch réznych liczb pierwszych pq, a wtedy n? = p?g¢?

ma 9 dzielnikéw: 1,p, p?, q, pq, p*q, ¢, pq?, p*q*. Druga mozliwoscig jest, ze n jest trzecia potega liczby
pierwszej, czyli n = p3, a wtedy n? = p® ma 7 dzielnikéw: 1, p, p%, p3, p*, p°, p°.

Zdaniom przeczg nastepujace przyktadowe konfiguracje:

(a) CNCNCNB
(b) CCCBNNN
(c) NCNCNCB
(d) CNCNCNB

Zdanie (e) jest prawdziwe, bo jesli biaty domek nie rozdziela czerwonych od niebieskich, to zachodzi (b),
a gdy rozdziela, to zachodzi (a).

30 kratek (czyli 15 centymetréow). Oznaczajac boki kwadratow przez d i m, otrzymujemy réwnanie
d*> —m? = 116, czyli (d +m)(d —m) = 4 - 29. Poniewaz liczby d +m i d — m sa tej samej parzystosci, to
obie muszg by¢ parzyste i jedyny mozliwy rozktad to: d + m = 58,d —m = 2, czyli d = 30 i m = 28.

Tak. Niech A; Ay A3 A4 bedzie podstawa szeScianu, a A;B; (j = 1,2,3,4) — jego krawedzia boczna. Wtedy
oczekiwane rozciecie otrzymamy, uzywajac ptaszczyzn As AyBy, As By B3, AsA4Bs, A4B1Bs. Innymi sto-
wy, jesli odetniemy od szescianu 4 naroza, ktore nie sasiaduja ze soba, to w sSrodku pozostanie czworoscian
(foremny).

Zatozmy, ze liczba 99 dzieli liczbe a = 33...3, wtedy liczba a jest podzielna przez 9. Oznacza to, ze
suma jej cyfr, rowna 3n, jest podzielna przez 9, czyli liczba n jest podzielna przez 3. Gdyby n bytlo liczba
nieparzysta, to reszta z dzielenia liczby a przez 33 bytaby réwna 3 (bo a — 3 = 33-1010...10), co daje
sprzecznos¢. Zatem n jest liczba parzysta podzielna przez 3, czyli podzielna przez 6.

Jezeli n jest liczba podzielng przez 6, to a = 33333300...0 + --- 4 333333000000 + 333333 jest liczba
podzielng przez 99, bo 333333 = 99 - 3367.

Poszukiwana kolejnosé to: 9, A, 4, Q, J, 7, 3, 2, 10, 5, K, 8, 6. Wnioskujac z pozycji asa, wiemy, ze
pierwsza karta jest przestawiana na druga pozycje, a druga na 6sma. Wobec tego 9 musiata by¢ pierwsza
karta po pierwszym tasowaniu, a to oznacza, ze dziewiata karta po pierwszym tasowaniu byta 10, a
dziesiagta 5. I tak dalej — wypelmimy catg kolejnosé.

Okazuje sie, ze informacja o tym, ze as byt na drugiej pozycji, ulatwia zadanie, ale nie jest konieczna
(w kazdej innej sytuacji, wnioskujac, uzyskamy sprzecznosc).

Trzeci kat ma miare 180° — (70° 4+ 50°) = 60°. Rozwazajac trojkaty prostokatne wyznaczone przez
proste zawierajace boki i wysokosci rozwazanego trojkata, zauwazamy, ze trojkat ten jest rozwartokatny
(prostokatny) wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z katéw miedzy wysoko$ciami jest rozwarty (prosty).
Zatem rozwazany trojkat jest ostrokatny. Latwo teraz wywnioskowac, ze kazdy z katéw trojkata jest
sumg dwoch dopetnien do 90° katow: 70°, 50°, 60°, czyli suma dwoch z katéw: 20°, 40°, 30°. Szukane
katy to: 70°, 50°, 60°.

Oznaczmy liczby pralinek w matej i duzej torebce przez x i y. Wiemy, ze zachodzi 7x + 18y = 233 oraz
0 <z <y. Zatem 18y < 233 i 25y > 233, co daje oszacowanie 10 < y < 12. Sprawdzamy wszystkie trzy
mozliwosci i otrzymujemy jedyne catkowite rozwiazanie przy y = 11, x = 5.

Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, ze trapez jest réwnoramienny. Wysoko$é trapezu jest rowna v/3/2 +
2v/3/2 = 3/3/2, zatem kwadrat ramienia wynosi (3v/3/2)% + ((2 — 1)/2)? = 7, a obwéd trapezu jest
rowny 3 + 2/7.



