10.

z 0 91107, F

W) BEZIROTYNY

UNIWERSYTET GDANSKI

POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA IV — rok szkolny 2018/2019

poziom: gimnazjalny
FINAL

Punkt S lezy wewnatrz kata prostego o wierzchotku W. Pokaz, ze prosta przechodzaca przez
S i przecinajaca ramiona kata w punktach A i B wycina z tego kata tréjkat o najmniejszym
polu, gdy AS = BS.

Jakimi wielokatami moga by¢ Sciany piecioscianu? Ile poszczegélne $ciany moga mie¢ bokow?

Liczba n jest sumg kwadratow dwoch liczb catkowitych dodatnich. Czy wynika stad, ze liczbe
2n mozna przedstawi¢ jako sume kwadratéw dwoch liczb catkowitych? A czy zawsze mozna tak
przedstawi¢ liczbe 3n?

Klemens wypisat po kolei wszystkie liczby naturalne 1,2, 3,...,1000. Po wszystkim otoczyt
koteczkiem kazda z cyfr 3 oraz 5. Ile cyfr Klemens otoczyt koteczkiem?

Liczbe catkowity wicksza od 1 nazwiemy ocenng, jesli wszystkie jej dzielniki pierwsze sg rowne
2 lub 5. Tle jest liczb ocennych mniejszych od 20197

Liczba caltkowita a dzieli si¢ przez liczbe catkowita d oraz przez liczbe catkowita ¢ wigksza o
40% od d. Przez ktora z liczb 5, 7, 10, 14 na pewno jest podzielna liczba a?

Czy istnieje pieciokat o bokach dtugosci 1, ktorego dwa sasiednie katy wewnetrzne maja miary
120°7

. W prostokacie ABCD takim, ze AB = 8, BC' = 2019, obrano punkty X, Y na boku BC,

punkt Z na boku AB i punkt T na boku AD. Wiedzac, ze AT =7, AZ =6, BX =3, BY =4
znajdz kat miedzy prostymi X7 1Y Z.

Pokaz, ze liczba 916 — 1619 jest podzielna przez 245.

Zmajdz wszystkie pary liczb x,y catkowitych dodatnich o tej wtasnosci, ze jesli do ich sumy
dodamy ich iloczyn to otrzymamy 2019.
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1. Zalézmy, ze AS = BS i narysujmy inna prosta przechodzacg przez S i przecinajaca poéiproste
WA iWB odpowiednio w punktach X 1Y. Zalézmy, ze WX < WA, wtedy WY > W B oraz
katy AX S, Y BS sa rozwarte. Poniewaz w trojkacie najdtuzszy bok lezy naprzeciw najwiekszego
kata, to XS < AS = BS <Y S. W takim razie na boku SY mozemy obra¢ taki punkt Z, ze
S7Z = SX i wtedy trojkaty ASX i BSZ sa przystajace. Zatem pole trojkata ASX jest rowne
polu trojkata BSZ, ktore jest mniejsze od pola trojkata BSY. Czyli pole trojkata ABW jest
mniejsze od pola trojkata XY W. Analogicznie otrzymamy taki sam wniosek, gdy WX > W A,
co konczy dowdd.

2. Sciany pieciogcianu mogg mieé¢ 3 lub 4 boki. Gdyby jedna ze $cian miata 5 bokéw, to sasiado-
walaby z co najmniej 5 réznymi Scianami co oznaczatoby, ze nasza bryta ma wiecej niz 5 Scian.
Jezeli z pewnego wierzchotka W pigcioscianu wychodzg cztery krawedzie, to W jest wierzchot-
kiem czterech $cian. Na kazdej z tych krawedzi znajduje sie wierzchotek piecioscianu inny niz
W, sa one takze wierzchotkami piatej Sciany. Mamy wiec w tej sytuacji 4 Sciany tréjkatne i
jedna czworokatna.

Zatézmy, ze z kazdego wierzchotka pigcioscianu wychodzi mniej niz cztery krawedzie, zatem jest
ich doktadnie trzy. Latwo wida¢, ze w tym przypadku bedziemy mieli dwie Sciany trojkatne i
trzy czworokatne.

3. Jezelin = a®+b%, to 2n = (a+0b)?+(a—b)% Natomiast 5 = 12422, ale 15 nie da si¢ przedstawi¢
w postaci sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych. Uwaga: aby zadanie byto rozwiazane musi
pojawié sie poprawna odpowiedz na oba pytania!

4. W kazdej setce wystepuje 20 cyfr 3: 10 z nich jako cyfra dziesiatek, 10 jako cyfra jednosci. Setek
jest 10 wiec na pozycjach dziesiatek i jednosci cyfra 3 wystapi 200 razy. Podobnie z cyfra 5.
Z kolei 100 razy cyfra 3 pojawi sie jako cyfra setek. Cyfra 3 wystapi wiec 300 razy, podobnie
cyfra 5. Klemens otoczyt kotkiem 600 cyfr.

5. Wszystkie liczby ocenne sg postaci 2¢5%, gdzie i, k sa catkowitymi liczbami nieujemnymi, przy
czym i oraz k nie mogg by¢ jednoczesnie zerem. Zatem nalezy policzy¢ ilosé rozwigzan nierdw-
nosci 25% < 2019. Dla k = 0 mamy 2¢ < 2019, zatem 0 < 7 < 10. Dla k = 1 otrzymamy i < 8,
dla k =2 jest i < 6, dla k = 3 otrzymujemy ¢ < 4, a dla £ =4 mamy ¢ < 1. Nie ma rozwigzan
takich, ze k > 4, bo 5° > 2019. Zatem ilo$¢ nieujemnych rozwigzan rozwazanej nieréwnosci
wynosi 10 +9 +7+5 + 2 = 33.

6. Poniewaz 140%d jest liczba catkowita, to d (a zatem takze a) jest podzielne przez 5. Ponadto

a jest podzielne przez %d, wiec jest podzielne przez 7. Liczba a nie musi by¢ podzielna przez 2

(np. d =5, a = 35), wiec takze przez 10 lub 14.
7. Taki pieciokat nie istnieje. Przypusémy, ze ABC' DE bytby takim pieciokatem, przy czym miary
katow przy wierzchotkach A i B wynoszg 120°. Wtedy E, A, B, C sg kolejnymi wierzchotkami

szedciokata foremnego, wiec EC' = 2. Ale wtedy D lezalby na prostej EC, czyli ABC DE bytby
tak naprawde czworokatem.
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Przesunmy odcinek XT' réwnolegle tak, aby punkt X trafit na punkt B. Wtedy T przeksztalci
sie na punkt 7" boku AD oraz AT' = 7—3 = 4. Poniewaz AB/AT' =2 = BY/BZ, to tréjkaty
prostokatne ABT' i BZY sg podobne. Z tego tatwo wynika, ze prosta ZY jest prostopadta do
prostej BT’, zatem takze do prostej XT.

Zauwazmy, ze 96 —1610 = 332 210 = (3164.920)(384.210)(31+-25) (3 —25). Poniewaz 3'—25 = 49
oraz 245 = 49 - 5, wystarczy pokaza¢ podzielnos¢ rozwazanej liczby przez 5. Mozna to zrobié¢
rozwazajac ostatnie cyfry liczb 916 (cyfra jednosci to 1) i 1610 (cyfra jednosci to 6).

Zauwazmy, ze
xy +x+y+1=2020,

(z + 1)(y + 1) = 2020.

Zatozmy, ze x < y. Oczywiscie 41 > 2. Liczbe 2020 mozemy zapisa¢ jako iloczyn dwoch liczb
(gdzie pierwsza z liczb jest nie wieksza od drugiej) na nastepujace sposoby: 2 - 1010, 4 - 505,
5404, 10 - 202 oraz 20 - 101. Mamy wiec nastepujace rozwiazania (z,y): (1,1009), (3,504),
(4,405), (9,201), (19,100), (100,19), (201,9), (405,4), (504, 3) oraz (1009, 1).



