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. W trapezie ABC'D punkt K lezy na podstawie AB, punkt L lezy na podstawie C'D, punkt
P jest punktem przeciecia odcinkow AL i DK, za$ punkt () jest punktem przeciecia odcinkow
BL i CK. Pokaz, ze pole czworokata KQLP jest rowne sumie pél trojkatow APD i BCQ).

. W czworoscianie foremnym o boku dtugosci 1 wybrano dwie krawedzie, ktore nie maja zadnego
wspolnego punktu. Znajdz odlegtosé srodkéw tych krawedzi.

. Wiadomo, ze liczby /a + Vb oraz a — b sa wymierne. Pokaz, ze liczby @ i b sa wymierne.

. W pierwszym pudetku jest 55 cukierkéw, a w drugim 66 cukierkéw. Mozliwy jest nastepujacy
,ruch”: Adas wybiera jedno z pudetek i wktada do niego cukierka, nastepnie Basia wybiera
pudetko i wktada do niego dwa cukierki, potem Jacek wktada trzy cukierki do jednego z pudetek.
Takie "ruchy” moga by¢ powtarzane wielokrotnie. Czy Adas, Basia i Jacek moga tak umdowic
sie na wybdr pudetek, aby po pewnej liczbie ruchow w pierwszym pudetku znajdowalo sie 2018
cukierkéw, a w drugim 2019 cukierkéw ?

Ile wynosi suma wszystkich palindromicznych liczb trzycyfrowych? Liczby palindromiczne to
takie, ktorych zapis dziesietny czytany od strony lewej i od strony prawej daje te sama wartosc.

Niech n > 20 bedzie liczba catkowita. Pokaz, ze jezeli suma dwoch najwickszych dzielnikéw
liczby n jest rowna sumie dwoch najmniejszych dzielnikéw podniesionej do trzeciej potegi, to n
mozna przedstawié jako iloczyn pieciu liczb catkowitych wiekszych od 1 (niekoniecznie réznych).

Czy istnieje trojkat ostrokatny, w ktorym jeden z katéw jest dzielony przez wychodzaca z jego
wierzchotka wysokos¢ w stosunku 1 : 2, a pozostate dwa katy dzielone sa przez wychodzace z
nich wysokosci w stosunku 1 : 37

Punkt znajduje siec wewnatrz kata 1° w odlegtosci 1m od wierzchotka i porusza si¢ z predkoscia
1m/s réwnolegle do jednego z ramion zblizajac sie do wierzchotka. Gdy punkt ten dolatuje
do dowolnego z ramion, odbija sie od niego zgodnie z fizyczng zasadg "kat padania réwna sie
katowi odbicia”. Czy punkt ten doleci do wierzchotka w czasie krétszym niz 10 sekund?

Adam wybral liczbe catkowita dodatnig m, nastepnie wybrat jej dzielnik, pomnozyt go przez
3 i dodal do m. W ten sposob otrzymat liczbe 2019. Jakie liczby wybrat Adam?

W kwadracie o boku dtugosci 4 zaznaczono 17 punktow. Udowodnij, ze wéroéd zaznaczonych
istniejg punkty, ktorych odlegtosé jest mniejsza niz %
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. Odcinek KL dzieli trapez ABC'D na dwa trapezy: AKLD i KBCL. W trapezie AK LD odcinki
AL i DK sa przekatnymi, zatem Pspp = Pgprp. Podobnie Pxgr = Ppep. W takim razie

Pxorp = Pxrp + Pxgr = Papp + Ppep,
co nalezato pokazac.

. Oznaczmy wierzchotki czworoscianu jako A, B, C' i D. Wybierzmy krawedzie AB oraz C'D.
Srodek krawedzi AB oznaczmy litera K, za$ $rodek CD litera L. Szukamy dtugosci odcinka K L.
Zauwazmy, ze trojkat CK D jest tréjkatem réwnoramiennym, w ktérym |CK| = |DK| = ?
zas C'D = 1. Oczywiscie K L jest wysokoscig tego trojkata. Z twierdzenia Pitagorasa mamy

3
KL=~ —

1 1
4 4 2

co oznacza |KL| = g

. Jezeli a = b =0, to teza jest spelniona. W przeciwnym przypadku mamy +/a + Vb # 0, zatem
liczba /a — Vb = \/ZJ_:/B jest wymierna. Wynika z tego tatwo wymiernosé liczb /a, Vb, wiec
takze liczb a, b. Jezeli nie rozpatrzono przypadku a = b = 0, to odejmujemy dwa punkty.

. Nie. Jezeli rozwazamy reszty z dzielenia przez 3 sumy liczby cukierkéw w pudetkach, to na
poczatku wynosita ona 1 i po kazdym "ruchu” znéw 1, zatem nie moze wynies¢ 2, a reszta z
dzielenia 2018 + 2019 przez 3 wtasnie tyle wynosi.

. Jest to

9 9 9
>3 "(100a + 106 + a) = S (1010a + 450) = 45 - 1010 + 9 - 450 = 49500.
a=1b=0

a=1

. Zadanie niestety ma feler — wbrew intencjom autorow takiej liczby nie ma... Niech 1 i p beda
najmniejszymi dzielnikami liczby n, wtedy p jest liczba pierwsza oraz n i n/p sa najwigkszymi
dzielnikami. Mamy (1+p)® = n+ =, skad n = p(p+ 1)2. Poniewaz n > 20, to p > 2, zatem p+1
jest liczbg parzysta. Oznacza to, ze liczba n jest podzielna przez 2, czyli najmniejszy rézny od
1 dzielnik jest réwny p = 2. A to oznacza, ze takiej liczby nie ma.

Uwaga: w oryginale bylo tu niepoprawne ”rozwigzanie” , ktoérego sie wstydzimy i dlatego juz go
tu nie ma.

. Jedli jeden kat jest dzielony przez opuszczong z jego wierzchotka wysoko$é na katy « i 2ar, to
pozostate dwa katy trojkata maja miary 90°—a i 90°—2«, natomiast wysokosci poprowadzone z
ich wierzchotkéw odetna z jednej strony katy 90°-3«. Musiatoby to zatem by¢ 1/4 wiekszego
z nich (czyli 90°—«) i jednoczesnie 3/4 mniejszego (czyli 90°—2«). Oznacza to, ze jednoczesnie
muszg by¢ spelnione dwa réwnania: 3(90° —2a) = 90°-3a oraz 1(90° — @) = 90°-3a.. Réwnania
te sg sprzeczne. Stad, trojkat opisany w zadaniu nie istnieje.
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W kazdym odbiciu kat padania jest o 1° wigekszy niz w poprzednim. Poniewaz kat padania przy
pierwszym odbiciu ma miare 1°, to 90-te odbicie bedzie pod katem prostym i punkt zacznie
wracac¢ po tej samej trajektorii. Punkt ten nigdy nie doleci do wierzchotka.

Oznaczmy przez x dzielnik liczby m wybrany przez Adama. Wtedy istnieje &k > 1 takie, ze
m = kx. Ponadto z warunkéw zadania wynika, ze 3z + kx = 2019, wiec z(k + 3) = 3 - 673.
Poniewaz 673 jest liczba pierwsza, to k + 3 = 2019 (wtedy £ = 2016 i x = 1) lub k + 3 = 673,
skad k = 670, x = 3, m = 2010. Adam wybrat wiec liczby 2016 i 1 lub 2010 oraz 3.

Kwadrat mozna podzieli¢ na 16 kwadracikéw o boku 1. W jednym z tych kwadratow musza
znalezé sie przynajmniej 2 punkty — wéwezas ich odlegtoéé nie przekracza liczby v/2 < %



