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. Zmajdz wszystkie liczby trzycyfrowe, ktére sa czterokrotnie wieksze od iloczynu swoich

cyfr.

Ostrostup prawidtowy o podstawie 2018-katnej przecieto ptaszczyzna i otrzymano wielo-
kat. Ile bokéw moze mieé¢ ten wielokat?

Okredl, dla jakich wartoéci parametru m zbiér rozwigzan nieréwnosci ma? — 2x > 0 jest
zawarty w zbiorze rozwigzan nieréwnosci x2 — 4z + 3 > 0.

. W czworoscianie ABC'D mamy ZABD = ZACB = 90°. Pokaz, ze kat ADC' nie jest

prosty.

Okresl, czy rownanie 3% + 4Y + 8* = 2019 posiada rozwigzanie w liczbach catkowitych
nieujemnych.

. Udowodnij, ze liczba pv/2 4+ ¢+/3 jest niewymierna dla dowolnych wymiernych i niezero-

wych liczb p, q.

Czy istnieja trzy rozne liczby takie, ze mozna je ustawi¢ (niekoniecznie w tej samej kolej-
nosci!) zar6wno w ciag arytmetyczny jak i geometryczny?

Na przyprostokatnej AB oraz przeciwprostokatnej C'B trojkata prostokatnego ABC' roz-
wazamy ciggi punktow, odpowiednio: Ag, Ay, As, ... oraz Cy, C1,Cy, ... takie, ze Ag =
A, Cy = C, odcinki C;A; sa prostopadle do AB, a odcinki A;C;4, sa prostopadte do BC
dlaj =0,1,2,.... Lamana CyAgC1 A C5 A, . .. dzieli trojkat ABC na dwie czesci. Znajdz
stosunek pol tych czesci, jesli wiadomo, ze AB = 4 oraz AC = 3.

Zmajdz rownanie linii bedgcej zbiorem srodkow wszystkich okregoéw, ktore sg jednoczesnie
zewnetrznie styczne do okregu 22 + 4% — 4y + 3 = 0 oraz styczne do osi OX. Naszkicuj
jej wykres.

Dany jest punkt wewnetrzny P trojkata ostrokatnego ABC'. Niech punkty X € AB, Y €
BC, Z € C'A bedg rzutami prostokatnymi punktu P na boki trojkata. Pokaz, ze AX? +
BY?+CZ?=XB?*+YC? + Z A%
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. Niech abc bedzie taka liczba, ze 100a + 10b + ¢ = 4abc. Oczywiscie ¢ musi byé parzyste
i rézne od zera. Co wiecej, mamy 100a < 4abc, zatem bc > 25, a to oznacza, ze ¢ > 2.
W takim razie ¢ = 4, ¢ = 6 lub ¢ = 8. Jedli ¢ = 4, to rozwazana zalezno$¢ redukuje
sie do 50a + 5b + 2 = 8ab i warunku b > 25/4. Widzimy tez, ze b musi by¢ parzyste,
co pozostawia tylko jedng mozliwos¢: b = 8. Po wstawieniu otrzymujemy a = 3. Dla
¢ = 6 oraz ¢ = 8 przeprowadzamy analogiczne rozumowanie, jednak te przypadki nie daja
zadnych rozwiazan. Ostatecznie, jest tylko jedna liczba o zadanej wlasnosci: 384.

. Jezeli ptaszczyzna przechodzi przez wierzchotek ostrostupa, to przecieciem jest trojkat.
Zatézmy, ze plaszczyzna nie zawiera wierzchotka ostrostupa. Jezeli ptaszczyzna przeci-
na podstawe ostrostupa w co najwyzej jednym punkcie, to przecigcie ma 2018 bokow.
Zatozmy teraz, ze plaszczyzna przecina brzeg podstawy ostrostupa doktadnie w dwdch
punktach: A i B. Wtedy ptaszczyzna przecina k krawedzi bocznych ostrostupa, gdzie k
jest liczba wierzchotkéw podstawy pomiedzy punktami A i B, oraz dwie krawedzie pod-
stawy — zatem przeciecie ma k + 2 boki (k moze przyjmowaé wartosci od 1 do 2017).
Jezeli ptaszczyzna przechodzi przez krawedz podstawy, ale nie przez wierzchotek, to prze-
ciecie jest 2018-katem. Podsumowujac, liczba bokdéw przeciecia moze by¢ dowolna z liczb:
3.4,...,2019.

. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci > —4x+3 > 0 jest zbiér A = (—o0, 1)U(3,00). Jeslim = 0,
to nieréwnos$¢ mz? — 2z > 0 redukuje si¢ do —2z > 0 i jej zbiorem rozwiazan jest (—oo, 0],
zatem m = 0 spelnia warunki zadania. Zalézmy zatem, ze m # 0. Wéwczas badana
nieréwno$¢ mozemy zapisaé jako nieréwnos$é x(mx — 2) > 0, ktérej zbiorem rozwiazan
jest albo By = (—o0,0]U[2/m, 00) dlam > 0, albo B_ = [2/m, 0] dla m < 0. Oczywiscie,
B_ zawiera sie¢ w A. Natomiast warunek B, C A jest rownowazny % > 3 (oraz m > 0),
czyli m € (0,2/3). Ostatecznie, m € (—o0,2/3).

. Zalozmy, ze LADC = 90°, wtedy AD? = AB? + BD? AB? = BC? + CA?%, AC? =

AD? + DC?. Po dodaniu tych réwnosci stronami otrzymamy sprzeczno$é.

. Przede wszystkim zauwazmy, ze musi zachodzi¢ z < 3 oraz y < 5. Jezeli x = 0, to
4Y + 8 = 2018. Poniewaz 2018 nie jest liczba podzielna przez 4, rownanie to nie ma
rozwigzan. Zatem x > 0. Rozwazajac podzielno$¢ przez 3, wnioskujemy, ze z jest liczba
nieparzysta, czyli z = 1 lub z = 3, wiec rozwazane rownanie jest rownowazne alternatywie
réwnan: 3% +4Y = 2011 (dla z = 1) lub 3% +4¥ = 1507 (dla z = 3). Poniewaz w kazdym z
dwdéch przypadkow mamy do sprawdzenia jedynie mozliwosci y = 1,2, 3,4, 5, widzimy, ze
zadna z liczb 2011 — 4Y oraz 1507 — 4Y nie jest potega trojki. Wynika stad, ze rozwazane
rOwnanie nie posiada rozwigzan.

. Zalézmy, ze liczba r = pyv/2 + ¢v/3 jest wymierna, wtedy 3¢* = (r — pv/2)? = r? 4 2p* —
2p1r\/2, co oznacza, ze /2 jest liczbg wymierna. Sprzecznoéé daje teze.
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Tak. Oto przyktadowy sposéb znalezienia takich liczb: niech beda to liczby a —r,a,a +1r
dla pewnego r # 0. Ciag a,a — r,a + r jest geometryczny, jesli a(a +r) = (a — 1)?, co
oznacza r = 3a. Sprawdzamy bezposrednio, ze ciag —2a, a,4a jest arytmetyczny, a ciag
a, —2a,4a — geometryczny. i jesli tylko a # 0, to liczby —2a, a, 4a sa rézne.

Po narysowaniu odcinkow wymienionych w tresci zadania tatwo zauwazy¢, ze wszystkie
powstale trojkaty sa podobne do ABC'. Stad wniosek, ze szukany stosunek to stosunek
pol trojkatow ACC, i AC1A;. Poniewaz stosunek podobienstwa tych trojkatéw wynosi
AC/AC, = BC/AB, to szukany stosunek pol jest rtowny BC?/AB? = 25/16.

Okrag podany w tresci zadania ma srodek w punkcie (0,2) i promieni 1. Szukane punk-

ty (x,y) spelniaja réwnanie \/(J: —0)2+ (y—2)2 = 1 + y oraz nier6wnosé¢ y > 0. Po
przeksztatceniach otrzymujemy réwnanie paraboli y = %xQ + %

7Z twierdzenia Pitagorasa dla odpowiednich tréjkatéw otrzymamy réwnoséci PZ2 + ZA? =
AX?+ XP? PX?+ XB?=BY?+YP? PY?24+YC? = (CZ?+ ZP?% Po dodaniu ich
stronami otrzymamy teze.



