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POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA IV - rok szkolny 2018/2019

poziom: ponadgimnazjalny

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 1

. Oznaczmy przez n liczbe 20182 +2019%. Przedstaw liczbe 2n jako sume kwadratéw dwoch

liczb naturalnych.

Dodatnie liczby rzeczywiste x,v, z,t speliaja zwigzki: ayz = 3, y3 + 23 + 2 = 3a3,
20 45 4 2% = 39%. Pokaz, ze v =y = 2z = t.

. W tréjkacie ostrokatnym ABC' dtugosci bokéw spetniajg zaleznosé AB + AC = 2BC.

Pokaz, ze wtedy AB — AC' = %”m, gdzie D jest spodkiem wysokosci wychodzacej z
wierzchotka A.

Siedmiu krasnoludkéw ma swoje chatki wzdtuz jednej prostej sciezki. W ktorym miejscu
przy $ciezce powinna zbudowaé swoja chatke Sniezka, aby suma dtugosci drog przebytych
przez krasnoludki do jej domu byta najmniejsza?

Rozwiaz réwnanie 22 = [z]+5 (gdzie [x] oznacza cze$¢ catkowita liczby x, czyli najwicksza
liczbe catkowita nieprzekraczajaca ).

Dwie srodkowe trojkata zawarte sa w prostych bx + 4y = 0 oraz 3x — y = 0. Wiedzac, ze
A = (—5,2) jest jednym z wierzchotkéw trojkata, znajdz pozostate wierzchotki.

. Czy cieniem szescianu (o$wietlonego wiazka rownoleglych promieni swietlnych) moze by¢

szesciokat o bokach réwnej dtugosci?

. Tloczyn cyfr pewnej liczby naturalnej n niepodzielnej przez 3 réwna sie 3%, Pokaz, ze

suma cyfr tej liczby jest wieksza od 300.

Pan Mieczystaw jest hodowcag koni wyscigowych i bardzo czesto wysyta 3 swoje konie
na rozne zawody. Podczas wszystkich wyscigéw poziom jest bardzo wyrdéwnany i kazda
kolejnos¢, w jakiej konie zjawig si¢ na mecie, jest jednakowo prawdopodobna. Ile najwigce;j
koni moze bra¢ udziat w wyscigu, by prawdopodobienstwo, ze konie pana Mieczystawa
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zajma pierwsze dwa miejsca, wynosito nie mniej niz ;57

Na czas remontu torowiska o dhugosci 204 km zmieniono rozktad jazdy pociagéw. Podczas
remontu pociagi jezdzi¢ beda po calej tej trasie ze srednia predkoscia mniejsza o 17 km /h,
co wydtuzy czas jazdy o dwie godziny. Jaka jest srednia predkosé¢ pociaggu przed zmiang
rozktadu jazdy?
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PMM - rok szkolny 2018/2019 — poziom: ponadgimnazjalny
RUNDA ELIMINACYJNA — MECZ I — SZKICE ROZWIAZAN

. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej k& zachodzi
2(F + (k+1)?) = 2k +1)* + 1.
Zatem 2(20182 + 2019%) = 4037% + 1.

. Przypusémy, ze nie jest prawda, iz x = y = 2z = t. Jezeli liczby te nie sa wszystkie rowne,
to zadna z liczb ¢, z, y nie moze by¢ ani najmniejsza, ani najwicksza wérod danych liczb,
co wynika odpowiednio z pierwszej, drugiej i trzeciej réwnosci podanej w zadaniu. Zatem
z jest najwieksza i najmniejsza sposrod nich, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze liczby te
nie sg wszystkie réwne.

. Poniewaz ABC' jest trojkatem ostrokatnym, to wysoko$¢ AD lezy wewnatrz tréjkata oraz
zachodzi AB? — BD? = AD? = AC? — DC?, czyli AB? — AC? = BD? — DC?, co daje
(AB + AC)(AB — AC) = BC(BD — DC'). Uwzgledniajac warunek AB + AC = 2BC
otrzymujemy teze.

. Wyobrazmy sobie Sciezke jako prosta, a kolejne domki jako punkty A, B, C', D, E, F, G
na tej prostej. Jezeli punkt X lezy na odcinku C'E, to suma jego odlegltosci od punktéw A,
B, C, E, I, G nie zalezy od jego potozenia, zatem suma odlegtosci od wszystkich punktow
jest najmniejsza dla X = D. Jezeli punkt X lezy na odcinku BF', ale poza odcinkiem C'F,
to CX + XFE > CFE. Stad tatwy wniosek, ze rozwazana suma odlegtosci jest wieksza niz
w poprzednim przypadku. Analogicznie rozwazamy sytuacje, gdy X € AG\ BF. Sniezka
powinna wybudowaé¢ swoj domek naprzeciw domku ”srodkowego” krasnoludka D.

. 7 definicji [z] wynika, ze x—1 < [z] < 2. W takim razie z+4 < [z]+5 < z+5, czyli x+4 <

2% < o+ 5. Po rozwigzaniu tej podwdjnej nieréwnosci otrzymujemy x € <1’27‘/ﬁ 1’7‘/177> U

(IJ”/ﬁ 1+\/ﬁ>. Jesli z € <1’7;/ﬁ, I’T‘/ﬁ), to [z] = —2, zatem réwnanie dane w zadaniu

?

2 0 2
sprowadza sie do 22 = 3, ktére ma jedno rozwiazanie w rozwazanym przedziale: z = —+/3.
Jesdli zas x € (HT 17 Leval ”21>, to [x] = 2 i otrzymujemy réwnanie z? = 7, ktére réwniez ma
jedno rozwiazanie w rozwazanym przedziale: = /7. Ostatecznie, badane réwnanie ma
dwa rozwigzania: x = —v/3 oraz x = \/7

. Punktem przeciecia sie srodkowych jest S = (0,0). Oznaczmy koniec srodkowej wycho-
dzacej z wierzchotka A przez A'. 7 twierdzenia o Srodkowych wiemy, ze wektor SA’
jest rowny potowie wektora AS, zatem A’ = (5/2,—1). Prosta BC' ma wiec réwnanie
y =m(x —5/2) — 1, gdzie m jest nieznanym wspolczynnikiem kierunkowym (r6znym od
3 i —5/4). Liczac wspdélrzedne punktu B jako punktu wspdlnego prostej BC' i prostej

10m-+4 _25’”_10). Liczac wspotrzedne punktu C' jako

4m+5 0 8m+10
punktu wspoélnego prostej BC' i prostej 3x — y = 0, otrzymujemy C = (gﬁfg, 125n’11j66).

Wystarczy teraz sprawdzi¢, dla jakiego m wektory BA' i A’C sa rowne. Otrzymujemy
m = —8/3. W takim razie B = (4, —5) oraz C' = (1, 3).

5 + 4y = 0, otrzymujemy B = (

. Tak. Postawmy sze$cian o podstawie ABC'D (druga podstawe oznaczmy jako A'B'C'D’,
przy czym AA’, BB', CC’, DD’ sa krawedziami bocznymi sze$cianu) na podltodze i oswie-
tlmy go wiazka prostopadta do podtogi. Zatdézmy tez, ze szedcian ma krawedz dltugosci 1.
Jesli uniesiemy szes$cian, to na podtodze uzyskamy cien w ksztaltcie kwadratu. Jezeli teraz
obrécimy szeécian wzgledem przekatnej podstawy AC o kat ostry, cien bedzie sze$cioka-
tem o czterech bokach réwnej dtugosci a, gdzie a jest dtugoscia cienia krawedzi podstawy
AB, i jednej parze réwnoleglych bokéw rownej dhugosci b, gdzie b jest dtugoscig cienia
krawedzi bocznej AA’. Gdy kat obrotu zmienia sie od 0° do 90°, a zmienia sie od 1 do
%, a bod0do 1, zatem dla pewnego kata a = b.
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Jedyne mozliwe cyfry tej liczby to 1, 3 oraz 9. Niech liczba ta ma a cyfr 1, b cyfr 3 oraz
c cyfr 9. Wtedy 300 = 123%9¢, zatem b + 2¢ = 100. Co wiecej, a > 0. Gdyby bowiem w
zapisie liczby n nie bylo cyfry 1 (tylko same cyfry 3 i 9), to liczba ta bylaby podzielna
przez 3. Suma cyfr liczby n wynosi a4+ 30+ 9c¢ = a+ 3-100+ 3¢ > a+ 300 > 300, co byto
do pokazania.

Przypusémy, ze w wyscigu startuje n > 3 koni. Wtedy wszystkich mozliwych kolejnosci
pojawienia sie koni na mecie jest n!, natomiast kolejnosci, w ktérych dwa pierwsze konie
naleza do pana Mieczystawa, jest 3 -2 - (n — 2)!. Wystarczy zatem rozwiazaé¢ nier6wnosé
3'2'(2!_2)! > 0,2, ktéra po uproszezeniu przyjmuje postaé¢ n(n — 1) < 30. Zatem w wyscigu

nie moze by¢ wiecej niz 6 koni (w tym 3 konie pana Mieczystawa).

Oznaczmy $rednia predkosé pociagu przed zmiana rozkladu jazdy przez v (kilometréw na
godzine). Wéwezas predkos$é po zmianie rozktadu wynosi v— 17, a warunki zadania mozna
zapisa¢ rownaniem 2% +2 = %. Po przeksztatceniu otrzymujemy réwnanie kwadratowe
v? —17v—102-17 = 0, ktére ma tylko jedno rozwigzanie dodatnie: v = 51. W takim razie

srednia predkos$¢ pociagu przed zmiana rozktadu jazdy wynosita 51 km/h.



