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POMORSKIE MECZE MATEMATYCZNE
EDYCJA IV - rok szkolny 2018/2019

poziom: ponadgimnazjalny

RUNDA ELIMINACYJNA - MECZ 11

. Na stole w pierwszym stosie sa 22 zetony, a w drugim — 21 zetonéw. Gracze A i B wykonuja

na przemian ruchy polegajace na zabieraniu z jednego stosu zetonoéw, przy czym gracz
A rozpoczyna gre i w kazdym ruchu zabiera jeden zeton z pierwszego stosu albo dwa
zetony z drugiego. Natomiast gracz B przeciwnie, w kazdym ruchu zabiera dwa zetony
z pierwszego stosu albo jeden z drugiego. Przegrywa ten gracz, ktéry zabierze ostatni
zeton ze stotu. Czy ktorys z graczy moze wykonywacé swoje ruchy tak, aby zapewni¢ sobie
zwyciestwo?

. W trojkacie ABC wysokosé i srodkowa dzielg kat AC'B na trzy réwne katy a. Oblicz katy

tego trojkata.

Pokaz, ze pole trojkata o bokach dtugosci a, b nie jest wieksze niz ‘ii.

. Rozwigz w liczbach catkowitych réwnanie: 22 + y? = 2019.

Pokaz, ze liczba n® — 9n + 27 nie jest podzielna przez 81 dla zadnej liczby naturalnej n.

. W trapezie wszystkie wierzchotki sg odlegte o 1 od srodka jednej z podstaw, a druga

podstawa ma dtugosé /3. Jakie sa dhugoéci ramion tego trapezu?
Rozwiaz nieréwnosé: v2r — 1 — a2 < *9/x.

Danych jest pie¢ niewspotiniowych punktéw w przestrzeni. Ile ptaszczyzn przechodzi
przez co najmniej trzy niewspotliniowe z tych punktéw? Rozwaz wszystkie przypadki.

Ze zbioru {—10,...,—1,1,...,10} wybieramy dowolnie 12 r6znych liczb. Pokaz, ze wérod
nich istnieja cztery takie, ktérych suma jest rowna zero.

Statek wyrusza z biegiem rzeki z przystani A do przystani B odlegtej od A o 70 km.
Po uptywie godziny wyrusza za nim 16dZz motorowa, dopedza statek w potowie drogi,
po czym wraca do przystani A w tym samym momencie, w ktérym statek przybija do
przystani B. Wyznacz predkos$é statku i todzi na wodzie stojacej, wiedzac, ze predkosé
pradu rzeki wynosi 2 km/godz.
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1. Drugi gracz moze zapewnié sobie zwyciestwo. Jezeli drugi gracz bedzie bral zetony z
tego samego stosu co pierwszy, to po kazdych dwoch ruchach z jednego ze stoséw ubeda
trzy zetony. Jesli tylko bedzie to w kazdym ruchu mozliwe, to po 28 ruchach zostanie na
stole jeden zeton, zeton ten musi znajdowac si¢ w pierwszym stosie i ruch bedzie nalezat
do pierwszego gracza, wiec on przegra. Jezeli jednak gracz A zabierze ostatni zeton z
pierwszego stosu przed koficem gry (na co B nie bedzie moglt odpowiedzieé¢ wzieciem dwbch
zetondw z pierwszego stosu!), to w drugim stosie zostanie ilosé zetondéw podzielna przez
3. Poniewaz w takim momencie nastepny ruch wykonuje gracz B, tatwo wywnioskowac,
ze 1 w tej sytuacji ostatni ruch wykona gracz A.

2. Niech D bedzie spodkiem wysokosci, a M — srodkiem boku AB. Wtedy tatwo zauwazy¢,
ze tg2a = 3tga, stad tga = 1/\/§, czyli a = 30°. Mozna teraz wywnioskowac, ze trojkat
ten ma katy: 90°,60°, 30°.

3. Najwigksze pole, rowne %b, otrzymamy, gdy podane boki sg prostopadte. Ale
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4. Kwadrat liczby catkowitej daje reszte 0 lub 1 przy dzieleniu przez 3, zatem liczby x, y
s obie podzielne przez 3, skad mamy, ze 22 + y? dzieli sie przez 9. Jednak 2019 nie jest
podzielne przez 9, czyli rozwazane roOwnanie nie posiada rozwigzan catkowitych.

5. Zaltézmy, ze 81|n® —9n + 27 = n(n* —9) + 27. Wéwczas liczba n musi by¢ podzielna przez
3. Niech n = 3k, wtedy 81|27k — 27k + 27, stad 3|k®> — k+ 1, a to nie jest mozliwe, o czym
mozna sie przekonadé, rozwazajac reszty z dzielenia przez 3. Sprzecznosé dowodzi tezy.

6. Latwo mozna zauwazy¢, ze trapez jest réwnoramienny, dhugo$é¢ wiekszej podstawy wynosi
2, a odcinki taczace srodek dtuzszej podstawy z koncami krétszej dziela trapez na trzy
trojkaty réwnoramienne o ramionach diugosci 1 i katach miedzy ramionami: jeden o
kacie 120° i dwa o kacie 30°. Zadanie sprowadza si¢ do policzenia dtugosci trzeciego boku
trojkata o dwoch bokach dtugosci 11 kacie 30° miedzy nimi. Mozna zastosowac twierdzenie
kosinuséw lub podzieli¢ tréjkat na dwa wysokoscig opuszczong z konca trzeciego boku.
Oczywiscie wymiary wiekszego z trojkatow to: 1, %, § Stosujac twierdzenie Pitagorasa

do mniejszego tréjkata, otrzymamy szukang diugosé \/(1 —V3/2)2 4+ (1/2)2 = \/2 — /3.

7. Pierwiastek po lewej stronie okreslony jest wytacznie dla = 1. Wowczas nieréwnos¢ jest
prawdziwa.

8. Oczywiscie wszystkie punkty moga leze¢ na jednej pltaszczyznie. Jezeli nie, to mozliwe sg
nastepujace przypadki:

a) Trzy punkty (oznaczmy je: A, B, C) leza na jednej prostej, pozostale dwa (oznaczmy
je: X, Y) leza na prostej do niej skosnej. Wtedy szukanych ptaszezyzn jest 5: ABCX,
ABCY, AXY, BXY, CXY.

b) Zadne trzy punkty nie sa wspotiniowe, ale cztery z nich leza na jednej ptaszczyznie, na
ktorej nie lezy piaty z nich. Wtedy oprécz wymienionej ptaszczyzny jest szes¢ szukanych
plaszczyzn, kazda z nich wyznaczona przez piaty punkt i dwa z czterech pozostatych.
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c) Zadne cztery punkty nie leza na jednej ptaszczyznie, wtedy kazda tréjka z rozwazanych
punktéw wyznacza inng plaszczyzne, zatem szukanych ptaszczyzn jest 10.

Szukanych ptaszczyzn moze byé¢ 1, 5, 7 lub 10.

Mamy 10 par liczb postaci {—k, k}, gdzie k € {1,...,10}. Przy wyborze 12 liczb wiemy,
ze musieliSmy wybraé¢ przynajmniej dwie pary: {—a,a} oraz {—b,b} gdzie a # b. Suma
tych czterech liczb daje 0.

Niech v;,vs oznaczaja predkos$é todzi i statku. ”Po spotkaniu”: v; — 2 = vs + 2. "Przed
spotkaniem”: 16dz pokonata 35 km w czasie U?%, statek potrzebowal na to o godzine
wiecej, co daje réwnanie

35 35

vl—|—2+ Coug+ 2

Odp.: vs = 8, v, = 12 (wychodzi proste réwnanie kwadratowe).




