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. Niech n bedzie dowolna liczba naturalna. Wykaz, ze (22n)
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100 oraz (14n)%°° maja te same

cyfry jednosci.

. Wyrazenie 1/8 + v/n + 64 jest liczba naturalng dla pewnej liczby dodatniej n. Pokaz, ze

n jest liczba naturalng podzielna przez 3 i wieksza od 3/2018.

. Czy istniejg liczby catkowite a,b, ¢ takie, ze zapis kazdej z liczb ab, bc, ca konczy sie

cyframi 407

. W trojkacie ABC kat BAC' jest dwa razy wiekszy od kata ABC'. Dwusieczna kata BAC

przecina bok BC' w punkcie E, dzielac bok BC' w stosunku 2 : 1 (liczac od wierzchotka
B). Oblicz miary katéw trojkata ABC.

Dany jest trojkat o bokach a, b, c i polu S. Pokaz, ze 852 < (abc)?.

Ile jest liczb mniejszych od 10000 o sumie cyfr réwnej 307

. Rozstrzygnij, czy iloczyn dwoch funkeji rosnacych musi by¢ funkcja rosnaca.

Przekroj szescianu ABCDA'B'C'D’ o krawedzi dhugosci 1 zawiera wierzchotek A oraz
srodki krawedzi BB’ i C'C". Oblicz pole tego przekroju.

Krolewna Sniezka napisata list do kazdego z siedmiu krasnoludkéw, ale wlozyla je do
kopert z adresami przypadkowo. Jaka jest szansa, ze doktadnie czterech krasnoludkéw
dostanie listy przeznaczone dla nich?

Pokaz, ze réwnanie 28 = 422 + 1 posiada doktadnie dwa rozwigzania.



10.

. Nie. Przyktadowo, f(x) = z jest funkcja rosnaca, a g(z) = f(z) - f(z) =«
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. Jesli n dzieli sie przez 10, to ostatnia cyfrg obu liczb bedzie 0. Dalej wystarczy zauwazyc,

ze czwarta potega dowolnej liczby parzystej, ale niepodzielnej przez 10, ma ostatnig cyfre
rowna 6, a wyktadniki sa podzielne przez 4.

Oznaczmy k = \/8 + v/n + 64, wtedy n = k* — 16k* = k*(k — 4)(k + 4). Stad wynika, ze
liczba n jest naturalna i podzielna przez 3, bo k, k — 4 i k + 4 daja z dzielenia przez 3
rozne reszty.

Poniewaz n > 0, to k > 5, zatem n > 52-1-9 =225 > 3-64 > 3- /211 > 3.,/2018.

Nie. Gdyby takie liczby istniaty, to kazda z liczb ab, be, ca dzielitaby sie przez 5, ale nie
przez 25. Poniewaz ab dzieli si¢ przez 5, to jeden z czynnikéw, powiedzmy a, dzieli si¢
przez 5, ale drugi, czyli b, nie dzieli sie przez 5. Analogicznie wnioskujemy, ze ¢ nie dzieli
sie przez 5. Daje to sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze be dzieli sie przez 5.

Te katy to: 30°,60°,90°. Z twierdzenia o dwusiecznej AB = 2AC. Mozna tez zauwazy¢,
ze trojkaty ABC i EAC sa podobne, poniewaz maja réwne katy. Stad otrzymujemy,
7e BC = AC+/3. To oznacza, ze tréjkat ABC ma proporcje znane z potéwki trojkata
rownobocznego.

Poniewaz S < %b, S < %, S <, tezg¢ ,prawie” otrzymamy, mnozac te nieré6wnosci
stronami. Trzeba jeszcze zauwazy¢, ze rownos$¢ moze zachodzi¢ najwyzej w jednej z nich,
gdyz oznacza ona prostopadtos$¢ sasiednich bokéw trojkata.

Sa 84 takie liczby. Suma czterech dziewiatek wynosi 36, a tu ma brakowaé szesciu. Jesli
potraktujemy dziewigtki jak cztery pudeteczka, do ktorych wrzucamy sze$¢ nieodroznial-
nych kuleczek (-1), to liczbom odpowiadaja takie ciagi, w ktérych 6 zer jest porozdzielane
trzema jedynkami, np. 000100110 odpowiada liczbie 6798 (zabraliSmy 3 jednostki z pierw-
szej dziewiatki, dwie z drugiej i jedna z czwartej). Takich ciagéw jest (g) = 84.

2 — nie jest.

Pole tego przekroju jest rowne § Poniewaz odcinek M N laczacy $rodki krawedzi BB’ i
C'C" jest rownolegty do plaszczyzny podstawy, to przekrdj zawiera rowniez wierzchotek D
i jest rownolegtobokiem, a nawet prostokatem, bo M N jest prostopadty do ptaszczyzny
ABB'A’, a wiec roéwniez do AM. Jego pole to zatem iloczyn dlugosci bokéw, czyli 1 - §

. Wszystkich mozliwosci przypisania krasnoludkow listom jest 7!. Ustalmy czterech krasno-

ludkéw, ktorzy dostali whasciwe listy — wtedy trzej pozostali dostali niewtasciwe. Latwo
zauwazy¢, ze nieprawidlowe umieszczenie listow w trzech kopertach moze by¢ wykona-
ne na dwa sposoby. Poniewaz trzech krasnoludkéw mozna wybra¢ na 7-6-5/3! = 35
sposobow, szukana szansa to 232 = 1/72.

Podstawiajac t = x72, otrzymujemy réwnanie 1 = 4¢3 + t*. Posiada ono doktadnie jedno
rozwiazanie dodatnie, bo prawa strona réwnania jest rosnaca na (0, o). Stad tatwo wynika
teza.

Drugi sposob: bardziej standardowe podstawienie ¢t = 2% prowadzi do badania rozwigzan
réwnania f(t) := t* — 4t — 1 = 0 w liczbach dodatnich. Lewa strona nie jest rosnaca, ale
mozna stwierdzi¢, uzywajac pochodnej, ze maleje od f(0) = —1 do jedynego minimum
w x = 1, a dalej roénie, przecinajac o$ Oz gdzie$ pomiedzy 1 a 2, bo f(2) =7 > 0.



