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FINAL

. Rozwiaz réwnanie sinx + cosz = sin 2x + 1, na przedziale [0, 27].

. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n cze$é catkowita liczby (2 4 v/3)" jest liczba

nieparzysta.

Z przystani A wyrusza z biegiem rzeki statek do przystani B odleglej o 140 km. Po
uptywie 1 godziny wyrusza za nim 16dZ motorowa i dopedza statek 40 km od przystani A.
W momencie spotkania statek zawraca i przybija do przystani A w tym samym momencie,
w ktéorym t6dz przybija do przystani B. Wyznaczy¢ predkosé statku i predkosé todzi na
wodzie stojacej, wiedzac, ze obie te predkosci maja warto$¢ wieksza niz 10 km/godz.,
a predkosé pradu rzeki wynosi 2 km/godz.

. W czworoscian foremny o krawedzi v/6 wpisano kule. Nastepnie poprowadzono plaszczy-

zny réwnolegle do Scian czworoscianu i styczne do wpisanej kuli odcinajac w ten sposob
cztery narozne czworo$ciany foremne. Z kazdym z odcietych czworo$ciandow postepujemy
podobnie, tzn. wpisujemy kule, a nastepnie odcinamy narozne czworosciany. Proces ten
powtarzamy nieskonczenie. Oblicz sume objetosci wszystkich wpisanych kul.

. Wykaz, ze dla ciagu a, = /n zachodzi: przy dowolnym naturalnym n czesé catkowita

sumy a, + a,11 jest réwna czesci catkowitej wyrazu a1 2.

Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba naturalna, ktérej kwadrat w zapisie dziesietnym
konczy sie czterema czwoérkami.

Zmajdz wszystkie trojki liczb pierwszych (p, ¢,7), ktére spetniaja réwnanie

3p* — 4¢* — 5r* = 26.
Niech x,y,z beda dodatnie i spelniajg réwnos¢ « +y + z + xy + yz + zx + xyz = 7.

Udowodnij, ze
Vet 4242+ 22424 VE L a2 1226

Punkty A i B leza na okregu w, a styczne do tego okregu przechodzace przez A i B
przecinaja sie w punkcie P. Srodkowa AM tréjkata PAB przecina okrag w w punkcie
C, a prosta PC ponownie przecina okrag w punkcie D. Udowodnij, ze trojkat ABD jest
roOwnoramienny.

Bok AB szesciokata foremnego ABC'DEF ma diugos¢ 1 i lezy na osi Ox, a wierzchol-
ki C,D, E, F leza na wykresie pewnej funkcji kwadratowej. Ile wynosi réznica miedzy
miejscami zerowymi tej funkcji?
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. Jest pie¢ rozwiazan. Rownanie to mozna bowiem zapisa¢ réwnowaznie
sin x 4 cos x = 2sin x cos x + sin® x + cos” x.

Podstawiajac sin z+cos x = t dostajemy t = t2, skad sinz+cosz = 0 lub sinz+cosz = 1.
Pierwsze z tych rownan jest rownowazne rownaniu tgx = —1, zatem x = %7‘(‘ lub x = ZW.
Drugie z tych réwnan jest réwnowazne uktadowi sin z + cos? x + 2sinz cosz = 1,sinz +
cosx > 0, zatem sinx =0icosz =1Ilub cosx =0isinx =1, codajex =0 Ilub x =27

lub z = g

. Liczba (2 +v/3)" + (2 — v/3)" jest zawsze calkowita i parzysta. Zauwazmy, ze do liczby
(2 +v/3)" dodaligmy liczbe (2 — v/3)" € (0;1). Stad teza.

. Oznaczmy przez s i m predkosci odpowiednio statku i motoréwki. Porownujac czasy do
spotkania statku z motoréwka oraz po spotkaniu otrzymujemy (w km i godz.)

40 40 1 40 100
s+2 m+2 7 s—2 m+2

40 40 40

s+2 100s—2
s > 10, to s = 18. Latwo obliczy¢, ze m = 38. Stad predkos¢ statku wynosita 18 km/godz.,

a motoréwki 38 km/godz.

stad + 1, zatem s% — 24s + 108 = 0, czyli s = 6 lub s = 18. Poniewaz

. Poniewaz krawed? poczatkowego szescianu ma dtugo$é a; = v/6, to promiefi pierwszej
wpisanej kuli jest rowny r; = %, a jej objetos¢ wynosi V) = %. Stosunek podobienstwa
kolejnych czworo$ciandow wynosi k = %, czyli stosunek objetosci kul w kolejnych czwo-
roécianach to k* = é. W takim razie suma objetosci kul otrzymanych w n-tym kroku
wynosi V, = Vi - (4k*)"~t = V4 - (3)"~!. Suma objetosci wszystkich kul to

1 1
V=V1+V2+V3+...:Vl+§vl+zvl+...=2v1:%.

. Poniewaz \/n+v/n + 1 < v/4n + 2, to wystarczy pokazaé, ze dla zadnej liczby catkowite]
k nie zachodzi /n + vn + 1 < k < 4n + 2. Gdyby takie k istniato, to mielibysmy

2n+1+4+2ynn+1) < k* <4n+2

dnn+1) < (K= 2n+1))*<2n+1)>2=4n(n+1) + 1,
zatem (k% — (2n+ 1)) = (2n + 1)?, czyli k* = 4n + 2, co jest niemozliwe.
. Taka liczba nie istnieje. Zalézmy bowiem, ze dla liczby calkowitej n liczba n? konhczy

sie czterema czwérkami. Wowcezas n jest liczbg parzysta tj. n = 2m i m? konczy sie co
najmniej dwiema jedynkami. Jednak wtedy m? = 3 (mod 4), co jest niemozliwe.
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Rozwazajac réwnanie mod 3 otrzymujemy r* — ¢ = 2 (mod 3). Jedli r nie jest podzielne
przez 3, to r* = 1 (mod 3), ale wtedy ¢* = 2 (mod 3), co nie jest mozliwe. W takim razie
r = 3. Zatem 3p* — 4¢? = 431. Teraz patrzymy na reszty z dzielenia przez 5. Jedli p nie
jest podzielne przez 5, to p* = 1 (mod 5), skad 4¢®> = 2 (mod 5), co nie jest mozliwe, a
zatem p = 5 1 wtedy ¢ = 19. Jedyna szukana trdojka jest (5,19, 3).

Z podanego warunku wynika, ze (z + 1)(y + 1)(z + 1) = 8. Latwo uzasadni¢, ze dla
dowolnych liczb dodatnich z i y zachodzi 2? + y?> +2 > (z + 1)(y + 1), zatem

Vet 242224 VB at 12>

Ve+r D+ D)+ +DE+D)+ e+ D@ +1) > 3@+ D)y +1)(+1) =6.

Z twierdzenia o siecznych mamy M B? = MC - M A. Uwzgledniajac M B = M P otrzymu-
jemy MP/MC = MA/MP, a wiec AMPC ~ AMAP. Stad L MPC = LPAM, a dalej
£PDA = £PAM 1z twierdzenia o kacie migedzy styczna a cieciwa. Oznacza to, ze proste
AD i PB sa rownolegte. Wobec tego £ BAD = £ PBA = £ AD B, ponownie korzystajac z
tw. o kacie miedzy styczna a cieciwa. A to oznacza, ze trojkat ADB jest rOwnoramienny.

Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze A = (—3),B = (3) oraz C' = (1, ?), D =

(%, V/3), a wspomniana funkcja kwadratowa wyraza sie wzorem f(z) = —az?+b. Poniewaz

f() = ?;f(%) = /3, to —5tb= V3, —a+b= ?, a zatem a = %,b: 2—\7/?: Roznica
miejsc zerowych funkeji f wynosi 2\/2 =/T.



