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POLFINAL

. Florian napisat na tablicy cztery liczby rzeczywiste. Matylda wypisata wszystkie mozliwe

sumy: 1,3, 3,8, 8,10 dwbch z tych liczb i starta liczby napisane przez Floriana. Ile wynosit
iloczyn startych liczb?

. Czy czedcig wspolng szescianu i plaszezyzny moze by¢ trojkat prostokatny?

Pokaz, ze wielomian W (z) = 2°+2°—2? —23+2%—2+1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Udowodnij, ze liczba n?+2" jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n?-2"+1
jest podzielna przez 5.

Podaj liczbe par liczb catkowitych nieujemnych (y, z) spetniajacych réwnanie

719 2 2
Cyfry pewnej liczby catkowitej tworza ciag rosnacy oraz suma i iloczyn tych cyfr sg réwne.
Jaka to liczba?

Punkt kwadratu jednostkowego potaczono z jego wierzchotkami, dzielgc kwadrat na cztery
trojkaty. Czy pola tych trojkatéw moga stanowic¢ ciag geometryczny o ilorazie réznym od
17

. Dany jest 2018-kat foremny. Ile jest trojkatéw prostokatnych, ktorych wierzchotkami sa

wierzchotki tego wielokata?

Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag i zachodza réwnosci: BC' = CD, DE = EF,
FA = AB. Wykaz, ze pole trojkata ACE jest potowa pola szesciokata ABCDFEF.

Udowodnij, ze prosta symetryczna do srodkowej C'S trojkata ABC wzgledem dwusiecznej
kata C' tego trojkata dzieli bok AB na odcinki proporcjonalne do kwadratow dlugosci
bokéw AC' i BC.
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. Niech z < y < z < t oznaczajg liczby napisane przez Floriana. Najmniejsze sumy to:
r+y =1, v+2z = 3, anajwieksze to: 2+t =10, y+¢ = 8. Otrzymujemy: y =1—2x, z =
3—x, t = 10—z = 7T+ . Ostatnie rownanie wynika z poprzednich. Potrzebne jest jeszcze
jedno réwnanie. Trzecia najmniejsza suma to y + z lub = + ¢t. Niech y 4+ z = 3, wtedy
4—-2x =3, skad z =1/2, y=1/2, 2 =5/2, t = 15/2. Sprawdzamy, ze ten uktad daje
sumy wypisane przez Matylde. Zalézmy teraz, ze x +t = 3, wtedy 22 + 7 = 3, zatem
x=-2, y=3, z=1t=>5. Szukany iloczyn liczb wynosi 75/16 lub —150.

. Nie. Jezeli przekrojem sze$cianu plaszczyzng jest trojkat, to przecina ona krawedzie sze-
Scianu o wspolnym wierzchotku A. Punkty przeciecia krawedzi oznaczmy: X, Y, Z. Mamy
XY24+YZ2 = XA+ Y A2+ Y A2+ ZA? > X A2+ ZA? = X Z?. Oznacza to, ze kat XY Z
jest ostry. Analogicznie pokazujemy, ze pozostate katy trojkata XY Z sg ostre.

. Przedstawienie w postaci W(z) = 2*(z —1)(z+1)?+ 2% — 2+ 1 pokazuje, ze wielomian W
jest z pewnoscig dodatni poza (0,1). Z kolei przedstawienie postaci W (zx) = 2° + %(xﬁ —
20+t + 28 =223 + 1427 =20+ 1) = 2% + ((2® — 2)? + (2® — 1)? + (z — 1)?) pokazuje,
ze dla dodatnich x mamy W(z) > 0.

. Wida¢, ze jesli n jest podzielne przez 5, to zadna z powyzszych liczb nie jest. Mozemy
wiec zakladaé, ze n nie dzieli sie przez 5, a wtedy n* daje z dzielenia przez 5 reszte 1.

Jedli 5|n? + 2", to 5|n* +n? - 2" co oznacza, ze 5|n?- 2" + 1. Jesli zas 5|n? - 2" + 1, to liczba
n?-2" +nt = n?(2" + n?) tez dzieli sie przez 5, a wigc réwniez 2" 4+ n? musi by¢ podzielne
przez 5.

. Odpowiedz: 1010. Zapisujemy réwnanie jako 729 = (z —y)(2+y). Jesli zapiszemy 2019 =
2n + k, gdzie n,k > 0, to mozemy zamieni¢ réwnanie na uktad réownan z —y = 77,
2z +y = 7% Ma on jednoznaczne rozwiazanie bedace parg liczb calkowitych dodatnich.
Takie przedstawienie liczby 2019 mamy dla n = 0,1,...1009. Jest ich wiec doktadnie
1010.

. Niech liczba ta bedzie n-cyfrowa (1 < n < 9). Wtedy iloczyn cyfr wynosi co najmniej n!,
a suma — mniej niz 9n, zatem n! < 9n, co daje n < 4.

Niech n = 4. Poniewaz najwigksza mozliwa suma cyfr wynosi 6+7+8+9 = 30, to pierwsza
cyfra jest 1. W przeciwnym przypadku iloczyn cyfr bytby nie mniejszy niz 2-3-4-5 = 120.
Podobnie, druga cyfra jest 2, bo inaczej iloczyn cyfr wynositby co najmniej 3-4-5 = 60 >
30. Oznaczmy nastepne cyfry przez a, b, gdzie a < b. Wowczas 1+ 2 + a + b = 2ab, skad
(2a — 1)b = a + 3. Réwnanie to nie ma rozwiazan catkowitych takich, ze 3 <a < b < 9.

Rozwazmy przypadek n = 2. Jezeli pierwsza cyfra jest 1, to suma cyfr jest wigksza o 1
od ich iloczynu. Jesli natomiast pierwsza cyfra jest wieksza od 1, to skoro suma cyfr jest
mniejsza od podwojonej wiekszej cyfry, jest takze mniejsza od iloczynu cyfr.

Pozostal przypadek n = 3. Jezeli pierwsza cyfra jest wieksza od 1, to najmniejszy mozliwy
iloczyn cyfr jest dla liczby 234 i wynosi on 24, natomiast najwicksza sume, rowng takze 24,
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otrzymamy dla liczby 789. Wynika z tego, ze pierwsza cyfra jest 1. Oznaczajac pozostate
cyfry przez a,b, otrzymujemy 1+ a + b = ab, stad (a —1)(b—1) =2, czylia =2, b= 3.

Szukang liczba jest 123.

Nie jest to mozliwe. Niech bowiem a, b, ¢, d beda wysoko$ciami rozwazanych trojkatow,
opuszczonymi na boki kwadratu (pola tréjkatow sa zatem potowami tych liczb), przy
czym a jest najkrotsza, a b i d leza na jednej prostej oraz b < d. Mamy a+c=b+d = 1.
Jezeli wysokosci stanowig cigg geometryczny o ilorazie ¢ > 1, to musza by¢ ustawione
w kolejnosci a,b,d,c. Stad b = aq, d = a¢®>, ¢ = a¢®, zatem 0 = a+c—b—d =
a(l4+¢* —q—q*) = alqg—1)(¢*> — 1). Oznacza to, ze ¢ = 1.

Kazdy taki trojkat ma dwa wierzchotki bedace przeciwlegltymi wierzchotkami danego wie-
lokata. Jezeli ponumerujemy wierzchotki wielokata kolejno liczbami 1, 2,...; 2018, to ja-
snym bedzie, ze liczba szukanych tréjkatéw to liczba tréjek (i,i + 1009, 7) takich, ze
1 <i <1009, 1 <j <2018, j#14, 7# i+ 1009. Zatem dla kazdego i mamy 2016
mozliwych wartosci j. Szukana liczba to 1009 - 2016.

Najpierw zauwazmy, ze $rodek O okregu opisanego lezy wewnatrz szedciokata, gdyz w
przeciwnym razie bok szesciokata znajdujacy sie najblizej O bytby jedynym najdhuzszym
bokiem. Oznaczajac katy srodkowe oparte na tukach AB, BC' i DFE odpowiednio przez
a, 1 oraz przyjmujac promien okregu R, otrzymamy pole szeSciokata rowne sumie pol
trojkatow: AOB, BOC, COD, DOE, EOF, FOA, czyli R*(sina + sin 8 + sin+y). Pole
trojkata ACE wynosi za$ 3 R? (sin(a + 3) + sin(8 + 7) + sin(y + «)). Korzystajac z tego,
ze o+ [+ = m, mamy sin(a + 3) = sinvy itp., a wiec otrzymujemy teze.

Niech C'M bedzie prosta symetryczng do $rodkowej C'S wzgledem dwusiecznej C'D kata
C trojkata ABC' (taka prosta nazywa sie czasem symediana).

Poniewaz pola trojkatow o tej samej wysokosci sa proporcjonalne do podstaw tych tréj-
katow, wiec
Pscp SB’ Pyucs MB’
Z réwnosci LACD = KDCBiAMCD = £DCS wynika, ze L{ACM = £SCB,a LACS =
AMCB. Pola trojkatéw majacych jednag pare réwnych katéw sa proporcjonalne do ilo-
czynéw bokow tworzacych te katy, zatem
Picny  AC-MC Pacs AC - SC

Pscp  SC-BC’ Pycy MC - BC’

Z powyzszych rownosci wynika, ze

AM AC-MC AS  AC-SC
SB SC-BC’MB MC-BC’

Mnozac te réwnosci stronami i uwzgledniajac, ze SB = AS, otrzymujemy réwnoscé

AM  AC?
MB ~— BC?*

czyli teze.



